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前 


当 我 25 年 前 开始 学 习 DSP( 数 字 信 号 处 理 ) 的 时 候 ,DSP 处 理 器 正 处 于 它 的 第 一 
代 , 那 些 处 理 器 是 用 N 沟 MOS 工 艺 制造 的 ,封装 在 一 个 比 U 盘 还 大 的 40 线 DIP 内 ， 
主 频 只 有 20 MHz, 做 一 次 16 位 乘 累加 需要 200 ns。 然 而 ,经 过 25 年 的 发 展 ,DSP 处 理 
器 在 速度 和 成 本 上 取得 了 极 大 的 进展 ,DSP 技术 也 越 来 越 显现 它 的 重要 性 。 

尽管 DSP 技术 取得 了 飞速 发 展 ,但 DSP 的 原理 却 没 有 什么 改变 。 而 且 , 这 些 年 的 
经 验 告 诉 我 ,DSP 原理 依然 还 是 那样 不 易 理 解 。 这 促使 我 想到 利用 我 这 些 年 的 经 验 去 
写 一 本 简单 易 懂 的 DSP 书 ,这 也 许 对 许多 从 事 DSP 研发 的 工程 师 会 有 些 帮 助 。 

为 了 达到 上 述 目 标 ,这 样 的 一 本 DSP 书 必须 体现 下 面 的 原则 : (1) 只 包含 最 基本 和 
最 必需 的 内 容 ;(2) 对 原理 的 阐述 必须 到 达 最 基本 的 层面 ;(3) 数 学 公式 对 于 DSP 是 必 
不 可 少 的 ,但 对 每 个 公式 的 推导 与 含义 ,必须 有 清晰 的 和 出 自 最 基本 层面 的 解释 ,并 尽 
可 能 使 用 图 表 。 

以 我 的 经 验 ,数字 信号 处 理 的 基础 是 模拟 电子 技术 ,而 模拟 电子 技术 的 难点 是 对 
模拟 信号 的 理解 。 为 此 ,本 书 着 重 描述 了 作为 信号 最 小 单位 的 复 指 数 信 号 ,并 把 它 应 
用 于 一 些 最 基本 概念 的 推导 和 说 明 , 这 包括 傅 里 叶 级 数 、 线 谱 、 频 率 响 应 、 离 散 健 里 叶 
变换 等 。 

为 了 帮助 理解 和 记忆 , 健 里 叶 级 数 、 复 指数 、 信 号 正 交 性 、 卷 积 等 重要 概念 在 本 书 
中 将 多 次 出 现 ,以 便 从 多 个 侧面 进行 描述 。 比 如 ,本 书 将 从 正 余弦 信号 和 复 指数 信号 
两 个 侧面 叙述 信号 正 交 性 的 概念 。 

相位 在 信号 处 理 中 是 比较 难 懂 的 。 本 书 将 着 重 说 明 相 位 的 问题 。 比 如 ,对 线性 相 
位 的 概念 ,我 们 用 信和 号 的 时 域 波形 解释 。 本 书 对 于 负 频 率 的 相位 也 做 了 比较 仔细 的 叙 
述 ,说 明 在 实数 信和 号 的 情况 下 , 负 频 率 的 相位 是 与 正 频率 的 相位 互补 的 。 我 们 还 说 明 
了 如 何 把 幅 频 响应 中 的 负 号 归 入 相 频 响应 的 问题 。 

本 书 共 分 10 章 。 第 1 章 讲 述 了 信号 处 理 的 预备 知识 ,包括 数学 方面 和 连续 时 域 方 
面 的 一 些 要 点 。 这 对 于 理解 本 书 中 的 原理 和 概念 是 必需 的 。 第 2 章 , 也 就 是 本 章 , 叙 
述 了 数字 信号 处 理 的 几 个 侧面 ,以 便 让 读者 从 轮廓 上 对 DSP 有 比较 完整 的 了 解 。 

第 3 章 和 第 4 章 讲 述 了 从 连续 时 域 过 渡 到 离散 时 域 的 全 过 程 。 其 中 第 3 章 讲述 了 
连续 时 域 信号 是 如 何 用 理想 采样 完成 时 域 离散 化 的 。 第 4 章 从 连续 时 域 的 拉 普 拉 斯 
变换 导出 z 变换 ,还 叙述 了 z 变换 的 一 些 主 要 性 质 。 当 在 第 4 章 进入 离散 时 域 之 后 ,z 
变换 就 成 为 主要 的 分 析 工 具 。 


第 5 章 讨论 了 离散 时 域 系统 的 主要 特性 ,这 是 理解 和 掌握 离散 时 域 系 统 的 最 重要 
的 内 容 。 由 于 第 5 章 的 重要 性 ,在 接 下 来 的 第 6 章 中 ,详细 分 析 了 5 个 非常 基本 的 离散 
时 域 系统 。 所 以 ,第 6 章 的 作用 是 对 前 面 几 章 内 容 的 一 次 复习 ,同时 也 有 助 于 对 后 面 
数字 滤波 器 和 离散 傅 里 时 变换 的 理解 。 

第 7 章 讨 论 了 数字 滤波 器 的 分 析 和 设计 ,仔细 讨论 了 相位 和 线性 相称。 在 这 一 章 
的 最 后 还 叙述 了 如 何 使 用 MATLAB 完成 滤波 器 设计 的 过 程 。 第 8 章 中 讨论 的 插值 和 
抽取 以 及 再 采样 和 DAC 操作 也 是 数字 信号 处 理 的 主要 内 容 ,而 且 是 实际 工作 中 非常 
需要 的 。 

第 9 章 和 第 10 章 讨论 了 离散 全 里 叶 变 换 (DFT) 和 快速 傅 里 时 变换 (FFT)。 在 这 
两 章 的 讨论 中 ,主要 依靠 了 第 1 章 中 详细 讨论 的 复 指数 信号 ,因为 DFT 和 FFT 都 是 依 
靠 复 指数 矢量 来 计算 的 。 在 第 9 章 中 ,我 们 还 认真 地 讨论 了 窗 函数 的 特性 ,给 出 了 在 
DFT 和 FFT 中 选用 窗 函 数 的 一 般 性 建议 。 在 第 10 章 中 ,我 们 分 析 了 FFT 的 时 域 抽取 
法 和 频 域 抽取 法 ,并 由 于 使 用 了 A 两 项 式 和 B 两 项 式 ,使 分 析 变 得 简洁 和 直观 。 

上 面 这 10 章 构成 了 数字 信号 处 理 的 最 基本 的 内 容 。 掌 握 了 这 10 章 的 基本 内 容 ， 
也 就 掌握 了 DSP 的 基础 ,具备 了 独立 完成 DSP 开发 的 能 力 。 

本 书 中 对 概念 的 理解 方式 不 少 是 来 自作 者 自己 的 经 验 ,因而 一 定 会 有 不 完整 的 地 
方 , 奶 请 读者 评论 指正 。 最 后 ,我 要 感谢 史学 品 \ 成 璐 、 石 小 桥 、 李 良 入 和 李 应 选 等 同 
事 , 他 们 认真 阅读 了 全 书 , 并 提出 了 许多 宝贵 建议 ,指出 了 不 少 错误 和 不 妥 之 处 。 


姚 剑 清 
2008 年 6 月 于 北京 
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第 1 章 
信号 处 理 预备 知识 


在 第 1 章 中 ,我 们 收集 了 一 些 理解 数字 信号 处 理 所 必需 的 基础 知识 ,以 便 读者 可 
以 比较 容易 地 阅读 和 理解 本 书 中 关于 数字 信号 处 理 的 基本 原理 和 概念 。 本 书 所 收集 
的 内 容 并 不 追求 完整 性 和 严密 性 ,而 是 讲求 实用 性 和 简洁 性 。 


1.1 复数 运算 


1.1.1 复 函 数 的 定义 


我 们 用 ;二 o 十 jw 表示 一 个 复 变量 ,用 W=UjV 表示 另 一 个 复 变量 ,其 中 的 ww、 
U.V 都 是 实数 。 如 果 对 于 复 变量 ;二 ao 十 jw 的 每 一 个 值 ,W==U 十 jV 总 有 一 个 值 或 一 组 
值 与 之 对 应 ,那么 ,W 就 叫做 复 变量 * 的 一 个 函数 。 这 两 个 复 变量 之 间 的 对 应 关系 可 
以 写 为 W==F(s)。 

1.1.2 直角 坐标 与 极 坐标 

一 个 复 变量 可 以 有 两 种 表示 法 ,直角 坐标 表示 法 和 极 坐标 表示 法 。* 一 c 十 jo 是 直 
角 坐 标 表示 法 , 复 变 量 * 由 直角 坐标 中 实 轴 与 虚 轴 上 的 两 个 实数 v 和 w 表示 ,因而 也 就 
表示 为 复 平面 上 的 一 个 点 。 而 二 re? 是 复 变 量 s 的 极 坐 标 表示 法 , 它 由 极 坐 标 中 的 模 x 
和 幅 角 9 表示 ,其 中 x 和 09 也 是 两 个 实数 。 

欧 拉 恒 等 式 把 直角 坐标 表示 法 和 极 坐标 表示 法 联 OP 
系 了 起 来 ， 


e 一 cos CO 十 jsin C6) LT 人 
ez 一 cos (0) 一 jsin《0) 
其 中 ,左边 是 极 坐 标 形 式 , 它 的 模 ”一 1, 所 以 是 一 个 单 
位 复 指数 ;右边 是 直角 坐标 形式 。 
欧 拉 恒等式 也 可 以 用 图 1-1 来 表示 。 图 中 的 水 平 
轴 为 实 轴 (Re) ,垂直 轴 为 虚 轴 (JIm)。 圆 的 半径 等 于 1， 
所 以 是 一 个 单位 圆 。 在 图 1-1 中 ,单位 复 矢量 ee 被 分 解 图 1-1 单位 复 指数 与 正 余 弦 
为 沿 着 实 轴 和 虚 轴 方向 上 的 两 个 矢量 cos(9) 和 jsin(O) 。 信号 之 间 的 关系 


P| 
cos(0) 
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这 就 是 欧 拉 恒 等 式 的 含义 :一 个 复 矢 量 可 以 分 解 为 一 对 正 余 弦 矢 量 ,或 者 反 过 来 ,一 对 
正 余 弦 矢 量 可 以 合成 为 一 个 复 矢 量 。 
根据 欧 拉 恒等式 (1-1) ,我 们 可 以 由 复 变 量 * 的 极 坐标 形式 :一 re 计算 出 它 的 直角 
坐标 形式 :一 c 十 jw: 
二 rcos (0) 
(oe C0) 172) 
反 过 来 ,我 们 也 可 以 由 s 的 直角 坐标 形式 ;二 og 十 jw 计算 出 它 的 极 坐 标 形式 * 一 rei ， 
全 o 二 ow 


6 一 tan : (w/o) 


(1-3) 


1.1.3 单 值 函数 与 多 值 函数 


如 果 对 于 每 一 个 ; 的 值 ,W 只 有 一 个 值 与 之 对 应 ,那么 砚 = FE(s) 叫 做 单 值 函 数 。 
如 果 克 有 多 于 一 个 值 与 之 对 应 ,那么 克 =FGs) 叫 做 多 值 函数 。 
比如 , 王 二 f(s) 二 3s 十 2 是 一 个 单 值 函数 。 因 为 砚 可 以 表示 为 : 
W=U+jV=3X (c 十 jio) 十 2 一 (3c 十 2) 十 j3w (1-4) 
因此 有 : 
U 一 3c 十 2 
V=3w 
对 于 go 和 w 的 一 对 值 ,只 有 一 对 U 和 VV 的 值 与 之 对 应 。 
但 是 ,如 果 函 数 F(s) 是 一 个 开 方 运算 ,那么 这 个 函数 就 是 一 个 多 值 函 数 。 比 如 , 复 
画 数 W 二 FCs) 二 “就 是 一 个 多 值 函数 。 为 了 便于 分 析 , 我 们 把 复 变 量 * 表示 为 极 坐标 
形式 : 


(1-5) 


5 一 7rej (1-6) 
这 样 就 可 得 到 ， 
W= (re?)™ (1-7) 
由 于 复 指数 是 以 幅 角 的 2x 为 周期 的 , 即 ， 
Se p= —2,—1,0,1,2,. . (1-8) 
所 以 在 式 (1-7) 中 ,对 于 * 的 一 个 值 ,W 就 有 两 个 值 与 之 对 应 ， 
Wi 一 2 ee 
(1-9) 


W,=r/? etn, 
其 中 ,rm”? 为 z 的 算术 平方 根 。 
在 信号 处 理 中 求解 复数 方程 时 ,也 会 遇 到 多 值 问题 。 比 如 ,有 一 个 复数 方程 
和 一 1 一 0 (1-10) 
其 中 ,z 是 一 个 复 变量 。 
上 式 中 的 1 可 以 写成 极 坐标 的 形式 e*。 因 此 , 式 (1-10) 变 为 
2 =e (1-11) 
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所 以 ,方程 的 5 个 根 可 以 写 为 : 
z= tw) es, k=0,1,2,3,4 (1-12) 

或 者 写 为 : 

二 @ 二 1] 

2 — es 

zs = (1-13) 

Zs — eles 

Zs — €B5 


这 5 个 根 均 匀 地 分 布 在 单位 圆 上 。 
1.1.4 等 比 级 数 求 和 


假设 有 一 个 复数 的 等 比 级 数 1 十 z 十 忆 十 … 十 z?” ,如 果 公 比 z 关 1, 那 么 这 个 等 比 级 
数 可 以 表示 为 : 
1 十 xz 十字 十 … 十 om 一] (1-14) 
上 式 就 是 等 比 级 数 的 求 和 公式 ,下 面 证 明 这 个 公式 。 
我 们 从 式 (1-14) 的 左边 开始 。 由 于 xz 关 1, 就 可 以 对 式 (1-14) 的 左边 乘 以 分 式 
(1 一 z)/(1 一 z)。 把 其 中 的 两 个 因 式 的 相 乘 展开 之 后 ,可 以 得 到 、 


式 (1-14) 的 左边 一 二 2 二 十 下 Zl (1-15) 
在 上 式 的 分 子 中 ,大 多 数 的 项 都 可 以 两 两 抵消 。 所 以 ,上 式 变 为 ; 
式 (01-14) 的 左边 一 1 (1-16) 


上 式 的 右边 就 是 式 (1-14) 的 右边 。 我 们 就 证 明了 等 比 级 数 的 求 和 公式 (1-14)。 
1.2 复 指数 信号 与 负 频 率 


在 实验 室 中 , 正 余弦 信号 (指正 弦 信 号 或 余弦 信号) 是 我 们 能 看 到 的 最 小 信号 单 
位 。 但 是 ,通过 欧 拉 恒等式 ,可 以 把 正 余弦 信号 分 解 成 更 小 的 信号 单元 一 一 复 指数 信 
号 。 欧 拉 人 恒等式 (1-1) 左 边 的 exp(j9) 和 exp( 一 j 四 就 是 这 样 的 两 个 复 指数 信号 。 

巡 一 方面 ,我 们 只 要 对 式 (1-1) 稍 做 处 理 ,就 可 以 把 一 个 余弦 信号 表示 为 两 个 复 指 
数 信号 之 和 : 


cos (a) = C1-17) 
上 式 中 ,我 们 用 wt 代替 了 式 (1-1) 中 的 9。 
同样 ,我 们 可 以 把 一 个 正弦 信和 号 表示 为 两 个 复 指数 信和 号 之 差 ， 
sin (ot) = me (1-18) 


2] 
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式 (1-17) 和 式 (1-18) 的 右边 各 有 两 个 复 指数 信号 ,它们 的 角 频 率 分 别 是 w 和 一 o。 所 
以 ,这 两 个 复 指数 信和 号 是 以 士 w 为 角 频 率 而 围绕 单位 圆 旋转 的 单位 复 矢量 

由 于 j 代表 虚 轴 上 的 单位 长 度 , 因 而 可 以 用 极 坐 标 形式 写 为 j=er?:。 相 应 地 ,等 式 
(1-18) 分 母 中 的 j 就 可 以 写 为 1/j 二 j7! 二 eM?。 此 外 ,我 们 可 以 用 er 代替 式 (1-18) 分 
子 中 的 减 号 。 这 样 之 后 , 式 (1-18) 变 为 ， 


-iw2 Ee 了 一 : (@ Mie er/2e jut ) (1-19) 


sin (wt) 一 


上 式 中 的 两 个 复 矢量 现在 变 成 了 相 加 的 形式 。 

我 们 来 解释 式 (1-17) ,一 个 余弦 信和 号 可 以 用 两 个 旋转 复 和 撩 量 合成 。 我 们 在 单位 贺 
所 在 的 平面 上 画 出 两 个 旋转 方向 相反 的 单位 复 矢 量 vv 和 vw ,如 图 1-2 所 示 。 图 中 ， 
外 一 e" 是 正 向 旋转 的 复 矢量 ,”- 一 e “是 反 向 旋转 的 复 矢 量 。 显 然 , 当 时 间 为 零 时 , 复 
矢量 ww 和 v- 重合 于 实 轴 的 正方 向 上 。 

为 了 图 示 的 清晰 ,我 们 把 复 矢量 w 和 vy- 以 及 合成 出 余弦 信号 的 过 程 另外 画 在 
图 1-3 中 。 在 图 1-3 中 ,两 个 复 矢量 之 和 是 一 条 沿 着实 轴 方向 的 合成 复 矢 量 ws 。 由 
式 (1-17) 可 知 ,我 们 需要 证 明 cos(wz) 等 于 合成 复 矢量 wu 长 度 的 一 半 。 为 此 ,在 图 1-3 
中 从 复数 点 e*' 引 一 条 垂直 于 实 轴 的 虚线 h。 因 此 ,在 虚线 的 两 侧 得 到 两 个 全 等 的 直角 
三 角形 。 因 为 斜 边 长 度 为 1, 所 以 每 个 直角 三 角形 的 底 边 都 等 于 cos (wi)。 因 此 ， 
cos(wt) 确 实 等 于 合成 复 矢量 ww。 长度 的 一 半 。 另 外 , 复 矢 量 we 的 方向 是 在 实 轴 的 方向 
上 ,所 以 ,vw 是 一 个 实数 。 这 就 验证 了 式 (1-17) 的 正确 性 。 


jieot 


图 1-2 复 平面 上 的 两 个 旋转 复 矢 量 图 1-3 用 两 个 旋转 复 矢 量 合 
成 出 一 个 余弦 信 生 
我 们 再 用 图 1 -4 来 验证 式 (1-18), 也 就 是 式 (1-19)。 首 先 由 等 式 (1-19) 可 知 ,当时 
间 为 零 时 , 复 矢 量 vi 和 ”分别 位 于 负 虚 轴 和 正 庶 轴 上 ;也 就 是 说 ,图 1-4 中 的 两 个 复 
矢量 v; 和 是 从 虚 轴 开始 旋转 的 。 这 与 图 1-3 中 cos(w?) 的 情况 不 同 。 假 设 现 在 的 时 
间 为 t, 所 以 , 正 频 率 的 复 矢 量 旋 转 了 wi 的 弧度 , 负 频 率 的 复 矢 量 旋 转 了 一 wt 的 弧度 。 
两 个 复 矢量 现在 旋转 到 了 图 1-4 中 的 e' 和 ee- 位 置 上 ;两 个 复 撩 量 之 和 就 是 图 中 的 
vn, 它 在 实 轴 的 方向 上 ,所 以 是 一 个 实数 。 而 且 , vi 长 度 的 一 半 等 于 sinCax)。 这 样 ,我 
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们 也 验证 了 式 (1-18) 的 正确 性 。 

现在 归纳 上 面 的 验证 过 程 : 随 着 上 的 增长 ,图 1-3 和 
图 1-4 中 的 两 个 单位 复 矢 量 ww 和， 同步 地 正 反 向 旋转 ， 
并 在 旋转 过 程 中 合成 出 沿 着 实 轴 方 向 的 一 个 余弦 信号 和 
一 个 正弦 信号 。 这 也 就 是 说 ,一 个 正弦 或 余弦 信号 可 以 分 
解 为 两 个 同步 反 向 旋转 的 单位 复 矢 量 ee 和 e**。 这 样 ， 
我 们 把 正 余弦 信号 与 更 基本 的 复 指数 信号 联系 了 起 来 。 

从 式 (1-17) 和 式 (1-18) 可 以 看 出 ,在 把 一 个 正 余弦 信 
号 分 解 为 两 个 复 指 数 信 号 之 后 ,信和 号 的 频率 随即 扩展 到 了 


负 频 率 的 方向 上 。 因 此 , 负 频 率 是 与 复 指数 信号 密切 相关 图 


的 ,所 谓 “ 负 频率 ”就 是 复 指数 信号 在 负 方 向 ( 顺 时 针 方 向 ) 
上 的 旋转 。 


sin(oh 


ee 
1-4 用 两 个 旋转 复 矢 量 
合成 一 个 正弦 信号 


现在 用 频谱 的 方法 来 表示 正 余 弦 信 号 、 复 指数 和 负 频 率 之 间 的 关系 。 比 如 ,图 1-5 
表示 了 式 (1-17) 中 那个 余弦 信号 的 频谱 。 其 中 上 图 是 余弦 信号 的 幅度 谱 , 它 的 两 个 复 
指数 的 振幅 都 等 于 0.5; 下 图 是 余弦 信号 的 相位 谱 , 两 个 复 指数 的 相位 都 等 于 零 。 所 谓 
“相位 ”一 般 是 指 信号 的 “初始 相位 ”, 也 就 是 :二 0 时 的 相位 。 在 式 (1-17) 和 图 1-3 中 ， 


两 个 复 指数 信号 都 是 从 零 相 位 开始 旋转 的 。 


图 1-6 表示 了 式 (1-18) 或 式 (1-19) 中 的 正弦 信号 的 频谱 , 它 的 幅度 谱 与 余弦 信和 号 
完全 一 样 。 但 是 ,下 图 指出 了 正弦 信号 有 不 同 的 初始 相位 , 它 的 正 负 两 个 复 指 数 的 初 
相 分 别 为 一 x/2 和 /2, 这 其 实 是 式 (1-19) 右 边 的 那 两 个 复 指 数 常量 em 和 er 所 给 出 


的 初始 相位 。 

幅度 幅度 

] 加 "| _ 05 | 

-0 0 [a 频率 -0 0 Ww 频率 
相位 相位 
"| TN1 

» 6 一 一 频率 J 6 外 一 天 
| -x 

图 1-5 余弦 信号 的 频谱 图 1-6 正弦 信号 的 频谱 


最 后 指出 复 指数 信号 的 一 个 非常 有 用 的 特性 :单一 频率 性 。 我 们 用 等 式 (1-1) 中 
的 两 个 复 指 数 信号 来 说 明 ,但 需要 把 其 中 的 幅 角 9 改写 为 w; 


| e% :一 cos (wt) 十 jsin (wr) 


e :一 cos (wt) 一 jsin Cwt) 


(1-20) 
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这 样 ,在 式 (1-20) 的 左边 ,就 是 两 个 频率 相反 的 单位 复 指数 信和 号 exp (jwt) 和 
exp( 一 jwt)。 它 们 的 频谱 都 是 只 包含 一 条 谱 线 的 线 谱 ,如 图 1-7 所 示 , 而 不 像 正 余弦 信 
号 那样 有 两 条 对 称 的 谱 线 。 此 外 ,两 个 单位 复 指数 信号 的 初 相 都 为 零 ,所 以 图 中 没有 
画 出 。 

从 图 1-5 和 图 1-6 可 以 看 出 ,只 要 是 实数 信号 , 它 的 幅度 谱 一 定 是 偶 对 称 的 ,而 相 
位 谱 一 定 是 奇 对 称 的 。 但 图 1-7 的 情况 就 不 一 样 ,完全 没有 了 这 种 对 称 性 ,其 原因 是 
图 1-7 中 的 信号 不 是 实数 ,而 是 复数 。 


eo 的 谱 线 
| A 
1 上 一 频率 
和 请 幅度 
1 
-6 6 频率 


图 1-7 两 个 单位 复 指数 信号 的 幅度 谱 


1.3 sinc 函数 


sine 藤 数 是 信号 处 理 中 最 常见 的 一 种 函数 ,可 以 定义 为 ， 


SI《〈《TZ) (1-21) 
nx 


sinc Cx) 一 


其 中 ,z 的 取 值 范围 是 (一 00 ,oo)。 

由 式 (1-21) 可 以 看 出 sinc(x) 函 数 的 大 概 形状 。 只 要 z 为 一 个 非 零 整 数 ,sine(z) 
的 值 就 一 定 为 零 。 当 x 一 0 时 ,sinc(z) 的 值 达到 最 大 值 1。 而 且 , 由 于 式 (1-21) 的 分 子 
与 分 母 都 是 奇 函 数 , 所 以 sinc(z) 是 一 个 偶 函 数 。 此 外 , 当 工 在 正 负 两 个 方向 上 延伸 时 ， 
分 母 rz 的 绝对 值 线性 增加 ,而 分 子 sin(xx) 只 在 做 等 幅 振 荡 。 因 此 ,sinc 函数 在 的 正 
负 方 向 上 呈现 趋 于 有 零 的 减 幅 振荡 。 图 1-8 画 出 了 sinc 函数 的 主要 部 分 。 由 于 sinc 函 
数值 是 经 常用 到 的 ,我 们 把 函数 值 的 主要 部 分 列 于 表 1-1 中 。 

最 后 要 说 明 的 是 ,虽然 sinc(z) 在 z 一 0 处 有 一 个 间断 点 ,但 由 于 此 时 sinc(x) 的 左 
右 极 限 都 等 于 1, 我 们 就 可 以 定义 sine(0) 一 1, 以 去 除 这 个 间断 点 。 此 外, 如果 对 
式 (1-21) 右 边 的 分 式 使 用 洛 必 塔 法 则 ,也 能 得 到 间 样 的 结果 。 
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sinc(x} 


图 1-8 sinc 函数 的 主要 部 分 
表 1-1 sinc 函数 值 


sinc(Z) 


1.4 傅 里 叶 级 数 


在 信号 处 理 中 ,我 们 经 常用 到 传 里 叶 级 数 展开 的 方法 。 如 果 把 展开 式 中 的 正 余弦 
， 函数 用 复 指 数 信号 表示 ,就 可 以 得 到 复 指 数 形式 的 伟 里 叶 级 数 。 


1.4.1 周期 信号 展开 为 傅 里 叶 级 数 


把 一 个 周期 信和 号 展开 为 侍 里 叶 级 数 ,就 是 把 这 个 周期 信号 表示 为 无 数 个 正 余弦 分 
量 之 和 ,这 可 以 写 为 ， 
Z(t) = ao 十 aicos (wt) 十 aacos (owt) 二 bsin Ct) + bosin (2wot) 十 … 


=w+ Da Cos (rod + DD bsin (n wot) (1-22) 
其 中 ,z(2) 为 连续 时 域 中 的 一 个 周期 信号 ， 如 图 1-9 中 那样 ， 它 的 周期 等 于 T ,因此 , 它 t 
的 角 频 率 ww 二 2x/T ,一 般 叫做 z( 六 的 频率 ;在 傅 里 叶 级 数 展开 中 叫做 基 频 ,是 傅 里 时 
展开 式 中 的 最 低频 率 (直流 除外 ) 。 其 他 所 有 正 余 藤 分 量 的 频率 都 是 ow 的 整数 倍 , 这 些 
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分 量 叫 谐 波 分 量 。 在 式 (1-22) 中 ,我 们 实际 上 还 规定 了 所 有 正 余 弦 分 量 的 初 相 都 

把 z(t) 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 就 是 求解 
式 人 1-22) 中 的 ao、a, 和 65, 的 值 。 在 求解 这 些 值 的 
时 候 , 我 们 利用 了 三 角 函 数 的 正 交 性 原理 。 具 体 
地 说 ,由 于 式 (1-22) 中 的 所 有 余弦 分 量 和 正弦 分 - 马 0| 7 
量 的 频率 都 是 基 频 的 整数 倍 , 所 以 ,在 zx(#) 的 一 个 
周期 天内 ,每 一 个 这 样 的 正 余弦 分 量 都 完成 了 自 图 1-9 连续 时 域 中 的 一 个 周期 信号 
己 的 整数 个 周期 。 比 如 图 1-10a 的 上 面 那 个 信 
号 , 它 的 频率 是 基 频 的 两 倍 ,所 以 , 它 在 信号 z(t) 的 一 个 周期 [一 T/2,T,/2] 之 内 完成 
了 自己 的 两 个 周期 。 

在 “整数 个 局 期 "的 前 提 下 ,就 有 一 个 关于 余 荡 分 量 正 交 性 的 原理 :两 个 相同 频率 
的 余弦 分 量 的 乘积 在 z(z) 的 一 个 周期 T, 内 的 积分 一 定 大 于 零 ; 而 两 个 不 同 频率 的 余弦 
分 量 的 乘积 在 z(#) 的 一 个 周期 内 的 积分 一 定 为 零 。 

这 可 以 用 图 1-10 来 说 明 , 图 中 的 时 间 t 从 一 T/2 到 T/2, 正 好 是 z(z) 的 一 个 周 
期 。 在 图 1-10a 中 ,上 面 与 中 间 这 两 个 波形 是 两 个 频率 相同 的 余弦 分 量 。 由 于 它们 的 
频率 相同 ,所 以 它们 的 乘积 ,也 就 是 图 1-10a 下 面 的 那个 波形 ,都 是 正 的 。 因 此 ,这 个 乘 
积 在 z( 疙 的 一 个 周期 元 内 的 积分 就 一 定 大 于 零 。 但 是 ,在 图 1-10b 中 ,上 面 的 波形 两 
倍 于 基 频 ,中 间 的 波形 三 倍 于 基 频 。 由 于 它们 的 频率 不 同 , 它 们 的 乘积 , 即 图 1-10b 中 
下 面 的 波形 ,是 正 负 对 称 的 。 所 以 ,这 个 乘积 在 x(z) 的 一 个 周期 苞 内 的 积分 就 一 定 为 
零 。 这 就 是 两 个 余 弱 分 量 之 间 的 正 交 性 。 


x(2) 


cos(2%0t) COs(200)) 
1.0 1.0 
| | t | i 
A/ A N/a 
cos(2c00) cos(3c00) 
1.0 1.0 
，， -To2 R2 ， 
-70/2 0 Ta/2 L 0 | 
十 - 十 
cos(20 fjcosQ oot) cos(20opcos(G 四 只 
1.0 1.0 
-7To2 0 To/2 0 
(a) 两 个 相同 频率 余弦 分 量 的 乘积 (b) 两 个 不 同 频率 余弦 分 量 的 乘积 


图 1-10 两 个 整数 周期 的 余弦 分 量 之 间 的 乘积 波形 :如果 频率 相同 ， 
乘积 全 部 为 正 ; 如 果 频 率 不 同 ,乘积 正 负 对 称 
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同样 可 以 证 明 ,在 整数 周期 的 前 提 下 ,两 个 正弦 分 量 之 间 也 存在 正 交 性 。 而 在 正 
弦 分 量 与 余弦 分 量 之 间 ,不 仅 当 两 者 频率 不 同时 ,积分 等 于 零 ; 当 频率 相同 时 , 积分 也 
等 于 零 。 
根据 这 个 正 交 性 原理 ,如 果 要 计算 式 (1-22) 傅 里 叶 级 数 展 开 式 中 第 m 项 余弦 分 量 
的 系数 < 就 只 要 对 等 式 (1-22) 两 边 同 时 乘 以 cos(mww7) ,并 在 区 间 [ 一 工 /2,T/2] 内 
对 等 式 两 边 分 别 积分 。 积 分 的 结果 是 ,在 等 式 右边 只 有 cosCmewt) 这 一 项 的 积分 不 
为 零 ,其 他 所 有 项 的 积分 都 为 零 。 因 此 ,这 个 积分 可 以 化 简 为 : 
| X(t) cos (mwot) dt 一 | an cos2 Cm wot) dt (1-23) 


上 式 右 边 的 被 积 函 数 cos’ (mwot) 可 以 用 三 角 和 恒等式 变换 成 [1 十 cos(2mew 1)]/2。 所 以 ， 
上 式 变 为 ， 
和 /2 Tf/2 
| ,zeos mpd = | anL0.5+0. 5cos CQmowot)Jdt C1-24) 


由 于 余弦 函数 的 正 负 对 称 性 ,上 式 右 边 的 余 藤 项 cos(2mw 2) 的 积分 一 定 为 零 。 所 以 ， 
上 式 可 演算 为 : 


Ti/2 工 /2 
| ZC cos (Co 人 出 =| 0.5a dt = 0. 5a,T, (1-25) 
_T/2 一 人 /2 
因此 , 式 人 1-22) 傅 里 时 级 数 中 的 余 弱 项 系数 a 为 : 
Ti/2 
= |, TCDeos (muon)d (1-26) 
利用 相同 的 计算 过 程 ,可 以 得 到 展开 式 (1-22) 中 直流 项 系数 的 计算 公式 ，; 
1 /2 _ 
一 本 | xD 出 (1-27) 
同样 可 以 得 到 式 (1-22) 中 正弦 项 系数 b, 的 计算 公式 ， 
b= 过 | zsin Cm wot) dt (1-28) 


至 此 ,我 们 导出 了 传 里 叶 级 数 展开 式 (1-22) 中 的 直流 ,余弦 和 正弦 项 系数 的 计算 公式 ， 
这 也 就 完成 了 对 周期 函数 x(z) 的 储 里 叶 级 数 展 开 。 


1.4.2 水 数 与 展开 式 的 奇偶 性 


我 们 现在 来 观察 傅 里 时 级 数 展开 式 的 对 称 性 。 从 式 (1-27) 的 积分 式 可 知 ,如 果 
(四 为 奇 函 数 ,那么 式 (1-27) 的 积分 一 定 等 于 零 。 因 此 ,我 们 得 到 一 个 结论 :如果 zi) 
为 奇 函 数 ,那么 , 它 的 健 里 叶 级 数 展开 式 中 的 直流 项 系数 a, 一 定 为 零 。 

这 个 结论 很 容易 推广 到 余弦 项 :如 果 x(t) 是 一 个 奇 函 数 ,那么 , 式 (1-26) 中 的 被 积 
尔 数 z(t)coslman 引 也 是 一 个 奇 函 数 ,所 以 , 健 里 叶 级 数 展开 式 中 的 余弦 项 的 系数 a 一 
定 都 为 零 。 反 之 ,如 果 z 忆 是 一 个 偶 函 数 ,那么 式 (1-28) 中 的 被 积 函 数 rzCDsinCzao 有 
就 是 一 个 奇 函数 ,结果 是 , 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 正弦 项 系数 都 为 零 。 

现在 把 奇偶 性 的 结论 归纳 如 下 :在 一 个 傅 里 时 级 数 展开 中 ,如 果 zz) 为 偶 函 数 ， 
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那么 ,所 有 正弦 分 量 的 系数 bn 全 为 零 ;如 果 X(1) 为 奇数 ,那么 ,包括 直流 分 量 am 在 内 
的 所 有 余 嘴 分 量 的 系数 ww 全 为 零 。 我 们 用 一 个 例子 来 具体 说 明 伟 里 叶 级 数 的 展 


开 过 程 。 


例 1-1 一 个 周期 信和 号 z(i) 的 波形 如 图 1-11 所 示 。 
它 是 一 个 周期 等 于 到 ,幅度 等 于 1 、 宽 度 等 于 全 /2 的 偶 函 
数 。 要 求 把 它 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

根据 上 面 关 于 储 里 叶 级 数 奇 偶 性 的 结论 ,zx(z) 的 展开 
式 中 将 只 有 直流 项 和 余 弱 项 ,而 没有 正弦 项 。 其 中 的 直流 
项 ao 可 以 根据 式 (1-27) 计 算 为 ; 


图 1-11 一 个 周期 为 和 的 偶 函 数 


EE Wa=li[ loxgd—- lxRo0.5 (1-29 
4 一 元 rn :一 人 上 t= 二 XD 一 0. -29) 


所 以 ,z(2 的 直流 平均 值 是 0.5。 从 图 1-11 也 可 以 看 出 z(t) 的 平均 值 是 0. 5。 
傅 里 叶 级 数 展开 式 中 余弦 项 的 系数 a 可 以 根据 式 (1-26) 计 算 为 : 


2 也 /2 
mm 一 icos (mowot) dz 
—z /2 


4 TT/4 
一 示 1. 0 X eos (zz wot) dt 
0 .0 


4 下 好 
一 NT | COS (mwot)d Cm wot) 
090i0 


Ti74 


4 . 
-wT sin (m wof) 


_ Sin (m wo To /4) _ 
mo T 74 (1-30) 


由 于 wm 一 2r/T ,所 以 wT 二 2x。 这 样 ,上 式 可 以 改写 为 ; 


sin (mx/2) 
am mn (1-31) 


根据 1. 3 节 中 关于 sinc 函数 的 定义 式 (1, 21) ,上 式 又 可 写 为 ， 
an 一 SincKC0. 5m) (1-32) 


我 们 也 可 以 按照 式 (1-28) 来 计算 信里 叶 展 开 式 中 正弦 项 的 系数 ; 
b, = 六 | z(t)sin Gm wot) di 


2 [4 
二 源 1. 0 X sin (mwot) dt 
To J-rn 


2 三 . 1 
一 m wo TD rh SINn (1m wot) Cm wot) 


= 元 [o0s (mwo Ts/4) 二 cos (— maw, TD /4)J=0 (1-33) 


所 以 ,展开 式 中 的 所 有 正弦 项 系数 都 等 于 零 。 

我 们 来 验证 这 个 展开 式 。 由 表 1-1 可 以 查 得 传 里 叶 展 开 式 中 余弦 项 系数 的 前 5 个 值 4 一 
40. 637,0. 0, 一 0. 212,0. 0,0. 127) 。z(z) 的 直流 分 量 已 经 在 式 (1-29) 中 计算 出 等 于 0. 5。 用 直流 
项 和 前 5 个 余 蕊 分 量 可 以 近似 地 合成 出 zz) 的 波形 ,这 个 合成 过 程 画 在 了 图 1-12 中 、 其 中 ,上 
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图 是 直流 分 量 和 前 5 个 谐 波 分 量 的 波形 (二 次 和 四 次 谐 波 分 量 等 于 零 而 没有 画 出 )。 下 图 是 合成 
出 的 zz 的 近似 波形 。 

图 中 有 一 点 值得 说 明 :三 次 谐 波 分 量 的 幅度 等 于 一 0. 212, 但 在 图 1-12 的 上 图 中 ,这 个 负 
号 被 表示 为 反 相 , 即 180 的 相 移 。 所 以 ,这 个 三 次 谐 波 分 量 被 说 成 振幅 等 于 0. 212, 而 初 相等 于 


"或 一 


-7o2 -7o4 0 To4” 70/2 


图 1-12 用 直流 分 量 和 前 5 个 谐 波 分 量 伙 加 之 后 
可 以 得 到 近似 的 z( 妇 波形 


1.4.3 复 指 数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


在 1.2 节 中 ,我 们 说 明了 正 余弦 信号 可 以 用 复 指 数 信和 号 来 表示 。 所 以 , 传 里 叶 级 
数 同样 也 可 以 表示 为 复 指数 形式 。 
在 把 式 (1-22) 中 的 每 个 正 余 弦 分 量 替 换 成 一 对 复 指 数 信 号 之 后 , 式 (1-22) 就 变 为 ; 


z(D =aw+Dw (之 ) + > (3 ) (1-34) 
在 上 式 中 ,我 们 把 两 个 连 加 号 内 相同 正 频率 的 复 指 指数 项 两 两 合并 起 来 ,再 把 相同 负 频 
率 的 复 指数 项 两 两 合并 起 来 ,并 注意 将 后 一 个 连 加 运算 中 的 1/j 变 为 一 j。 这 样 ,上 式 
可 演算 为 ， 


rt(1) = a 十 2 Fe +t em) 2 3 WD Crt 一 cam) 


-> 和 > em a 上 十 忆 2 也 ge jb jr (1-35) 


在 上 式 中 ， 用 总 代替 的 直流 分量 ao 。 第 一 不 过 加 运算 中 的 各 项 部 是 页 本 
的 复 指数 ， 用 X_ 代替 (ai 十 jb )/2, 用 X_: 代 替 (as 十 jp )7/2，…。 对 于 第 二 个 连 加 运算 ， 
用 XX 代替 (a 一 jb,)/2, 用 XX 代替 (a 一 jb,)/2,…。 这 样 就 得 到 了 非常 简单 的 复 指数 形 
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式 的 傅 里 叶 级 数 ; 
(1 一 十 和 基 2e 十 逢 6 十 筷 二 大 6 十 和 ee 十 人 
= 5D) Xe (1-36) 
而 且 , 只 要 xD 为 实 函 数 ,X 与 入 就 _ 定 互 为 共 季 。 

我 们 现在 要 做 的 是 求解 式 (1-36) 中 的 立 , ,比如 ,我 们 希望 计算 出 第 m 项 复 指数 分 
量 的 系数 Xu。。 为 此 ,在 式 (1-36) 两 边 同 时 乘 以 exp( 一 jmowi) 然 后 在 xb 的 一 个 周期 
内 计算 积分 : 

| zwewag=| (5 Xo)ed (1-37) 
将 上 式 右边 的 连 加 号 与 积分 号 交换 顺序 ,并 注意 到 XX 与 1 无 关 而 可 以 提 到 积分 号 之 
前 。 这 样 ,上 式 变 为 ; 
| zx(Dewidt = D>) X, | ea dz (1-38) 
我 们 把 式 (1-38) 中 的 n 一 m 记 作 有 显然,k 也 是 一 个 整数 。 

现在 根据 欧 拉 恒 等 式 ,把 被 积 函数 中 的 复 指 数 分 解 为 一 对 正 余弦 信和 号。 因此 ， 

式 (1-38) 右 边 的 每 一 个 积分 式 都 可 以 写 为 ， 
er os Co dt ti | sin oo) dt (1-39) 

我 们 先 讨 论 n 关 m( 即 & 尖 0) 的 情况 。 因 为 积分 是 在 < 的 一 个 信和 号 周期 T 内 进 
行 的 ,所 以 ,积分 式 中 的 两 个 正 余弦 信号 正好 完成 了 各 自 的 个 整 周期 。 由 于 正 余 驴 
信号 是 正 负 面积 相等 的 ,所 以 式 (1-39) 中 的 两 个 积分 式 一 定 都 是 零 。 这 就 是 说 ， 
式 (1-38) 右 边 的 所 有 ww 关 mm 的 积分 项 都 等 于 零 ; 耐 仅 当 n= 二 m 时 ,积分 等 于 T。 由 此 ， 
式 (1-38) 可 以 化 简 为 : 

| zx)e td = TX, (1-40) 
由 上 式 可 以 得 到 ， 
X, = 去 | De (1-41) 

式 (1-41) 就 是 复 指数 形式 傅 里 叶 级 数 的 系数 计算 公式 ;其 中 的 及 ,为 x(1) 的 直流 
分 量 ,XX-1 和 XX 为 x(z) 的 两 个 基 频 复 指数 分 量 的 系数 ;其 余 的 六 ,入 ,为 各 谐 波 复 指 
数 分 量 的 系数 。 这 些 X, (包括 X-, 和 XX) 一 般 都 是 复数 ,它们 的 模 表 示 复 指数 分 量 的 
振幅 ,而 幅 角 表示 复 指数 分 量 的 相位 。 


1.5 傅 里 叶 变换 与 反 变 换 


上 一 节 讨 论 的 傅 里 叶 级 数 展开 只 适用 于 周期 信号 。 我 们 还 有 另外 一 类 信号 ,叫做 
非 周 期 信和 号。 它们 在 (一 oo,oo) 范 围 内 只 有 一 个 脉 串 波形 ,比如 图 1-13 中 的 x(z)。 对 
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于 这 一 类 非 周 期 信号 进行 频 域 分 析 , 可 以 借用 上 x 
一 节 的 传 里 叶 级 数 展开 法 。 具 体 的 做 法 是 : 先 把 yr 
这 种 非 周期 信号 看 成 像 图 1-11 中 那样 的 周期 信 

号 ,然后 令 它 的 周期 元 趋 于 无 穷 大 。 


1.5. 1 健 里 叶 变 换 -2 0 72 


在 把 图 1-13 中 的 xb 看 成 周期 信号 之 后 ,就 ”图 1-13 一 个 非 周 期 信号 的 波形 
可 以 把 它 展 开 成 式 (1-36) 的 形式 ,其 中 的 复 指数 分 量 的 系数 可 以 用 式 (1-41) 来 计算 ， 


1 T,/2 . . 
X= 二 | z(Dermd (1-42) 
To —T /2 


上 式 中 ,用 2x 代替 了 式 (1-41) 中 的 ow。 
因为 z(#) 是 一 个 像 图 1-13 中 那样 的 非 周 期 信号 ,所 以 , 式 (1-42) 中 的 积分 值 ( 不 
包括 积分 号 前 的 1/T) 一 定 是 有 限 的 ( 即 不 是 无 穷 大 )。 因 此 , 当 我 们 令 工 趋 于 无 穷 大 
的 时 候 ,X, 一 定 趋 于 零 。 为 了 避免 X,, 等 于 零 , 可 以 先 在 式 (1-42) 的 两 边 同 时 乘 以 T， 
这 也 等 同 于 除 以 万。 这 样 , 式 (1-42) 变 为 ， 
XX, _ 
fo 
上 式 左边 的 X,/fo 的 意思 是 ,把 周期 信号 x(z) 的 每 一 个 复 指数 分 量 的 幅度 (也 包括 相 
位 ) 均 匀 地 分 挫 到 它 所 在 的 带宽 等 于 f, 的 频带 内 。 所 以 ,X,/ 扣 表示 了 x) 的 复 指 数 
分 量 的 幅度 随 频率 的 密度 分 布 , 因 而 也 可 以 叫做 x(1) 的 幅度 密度 谱 。 
现在 就 可 以 令 z(0) 的 周期 五 趋 于 无 穷 大 ,因而 ,z(o9 就 变 为 图 1-13 中 那样 的 非 周期 信 
号 。 由 于 五 趋 于 无 穷 大 , 式 (1-43) 中 的 态 就 趋 于 零 。 这 就 是 说 ,原先 傅 里 时 级 数 展开 式 中 
和 名 个 复 指 数 分 量 之 间 的 频率 间隔 现在 已 经 趋 于 零 , 使 原来 的 线 谱 变 成 了 一 个 连续 谱 。 相 应 
地 , 式 (1-43) 右 边 的 mf 就 变 为 连续 谱 中 的 一 个 频率 了 ,而 式 (1-43) 左 边 的 X,/ 有 就 变 为 我 
们 想 要 的 幅度 密度 谱 X(f)。 因 此 , 当 十 趋 于 无 穷 大 时 ,由 式 (1-43) 得 到 : 
Xf)= | z(t) erk dl (1-44) 
等 式 (1-44) 就 是 非 周期 信号 xC4) 的 健 里 叶 变 换 计算 公式 。 为 了 保证 式 (1-44) 积 分 的 
存在 ,要 求 被 积 函 数 x(1) 是 绝对 可 积 的 。 
作为 一 个 例子 ,我 们 用 式 (1-44) 来 计算 图 1-13 中 x(7) 的 健 里 叶 变 换 ， 
XD=| zrWemd=) Fem er or) = Shaf) 


Ti 
| Zz (1) em de (1-43) 
一 五 72 


— j2xfr 工厂 
上 式 最 右边 的 那个 分 式 是 一 个 sinc 函数 ,因而 上 式 可 以 写 为 
X( 门 一 sinc( 产 )》 (1-45) 


由 式 (1-45) 可 知 ,X( 亡 的 幅度 谱 有 图 1-8 中 那样 的 形状 。 当 f= 土 1/r、f 一 十 2/r、… 
时 ,幅度 谱 都 等 于 零 ;而 x(z) 的 相位 谱 则 处 处 为 零 。 具 体 的 频谱 图 将 在 下 面 的 1.7 节 
中 画 出 。 在 那里 ,我 们 还 要 把 sinc 函数 的 负 号 归 人 相位 中 。 
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1.5.2 傅 里 时 反 变 


我 们 用 上 面相 似 的 方法 来 推导 健 里 叶 反 变换 公式 。 首 先 把 周期 信号 的 佬 里 叶 展 
开 式 (1-36) 改 写 为 下 面 的 形式 ， 


(iD 一 >》) Fe, (1-46) 
0 


N=—0s 


上 式 中 的 X./ 广 就 是 式 (1-43) 中 的 nn/ 护 , 而 广 一 /2r。 

对 于 式 (1-46) 的 右边 , 当 我 们 令 厂 趋 于 零 [ 也 就 是 令 z(b 的 周期 十 趋 于 无 穷 大 ] 的 时 
候 ,n 记 变 为 连续 谱 中 的 一 个 频率 六 所 变 为 一 个 无 限 窄 的 频带 df ,XX,/ 记 变 为 式 (1-44) 中 的 
XX( 放 ,而 式 (1-46) 中 的 连 加 运算 变 成 了 一 个 积分 运算 。 这 样 , 式 (1-46) 就 可 以 写 为 ， 


z(t) = 上 | XCf Yerdf (1-47) 


上 式 就 是 我 们 想 要 的 傅 里 叶 反 变换 计算 公式 。 

下 面 解释 式 (1-47) 仿 里 叶 反 变换 的 含义 。 为 了 便于 解释 ,我 们 使 用 一 个 具体 的 信 
号 ,这 就 是 图 1-13 中 的 波形 x(2) ,并 且 让 其 中 的 r*=1, 因 此 ,计算 xz(1) 傅 里 叶 变 换 的 
式 (T-45) 现 在 变 为 ， 


~ Sin (xf) _ 
XC a (1-48) 


把 上 式 中 从 一 1.0 到 1.0 频率 范围 内 
的 X( 放 画 在 图 1-14 中 ;这 是 非 周 期 信号 
Zz( 思 的 傅 里 叶 变 换 区 (/) 的 主要 部 分 ,而 且 
在 这 一 范围 内 的 相位 处 处 为 零 。 我 们 的 解 
释 就 是 用 这 个 频率 范围 内 的 X( 户 通过 传 .---…、 


XN 子 区 间 内 xX 了) 
L064 一 ,与 f 的 近似 值 
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里 叶 反 变换 近似 地 还 原 出 x(#) ,因而 可 以 一 os 0 0s 15 ~f 
比较 具体 地 知道 X( 亡 的 含义 。 一 ak 一 

我 们 首先 把 图 1-14 中 的 这 个 频率 范围 图 1-14 非 周 期 信和 号 z(z) 幅 度 谱 的 主要 部 
划分 为 8 个 等 宽度 的 子 区 间 ,因而 每 个 子 区 分 被 划分 成 了 8 个 等 宽 的 子 区 间 


间 的 带宽 B= 二 0. 25; 每 个 子 区 间 内 的 和 ( 亡 近 似 地 用 子 区 间 内 离 纵 坐 标 最 近 的 那个 
XX( 放 值 来 表示 ,相应 地 ,每 个 子 区 间 的 频率 也 用 离 纵 坐 标 最 近 的 那个 频率 /来 表示 。 
这 样 就 构成 了 图 1-14 中 的 8 个 矩形 。 

现在 , 傅 里 叶 反 变换 式 (1-47) 的 积分 可 以 近似 地 通过 图 1-14 中 的 8 个 矩形 以 累加 
的 方式 来 计算 : 


x(1) ~ > [XCAB ed:B。 十 X( 一 有 B。)eriznaeB，] (1-49) 
k= 0 
由 于 X( 几 是 偶 对 称 的 ,所 以 上 式 可 以 简化 为 : 
Z(t) sz >) XB,) (ein | emB,t )B, (1-50) 


利用 欧 拉 人 恒等式 ,上 式 又 可 以 变 为 ， 


1.6 能 量 信号 与 功率 信号 15 


工 () ~ 28, 了 XRBo ) cos (2nkBot) (1-51) 


由 表 1- 1 可 以 查 得 每 个 子 区 间 的 X( 放 近似 值 分 别 等 于 {1 00,0. 90 ,0. 64,0. 30); 

此 外 ,Bo 二 0.25。 将 它们 代入 式 (1-51) 之 后 , 式 (1-51) 变 为 : 
X(t)20, 50 十 0. 45cos (2xX0. 257) 二 0. 32cos (2xX0. 5t) 十 0. 15cos (2xX0,752) 
(1-52) 
利用 式 (1-52) 可 以 画 出 x(i) 的 近似 波形 ， 
如 图 1-15 所 示 。 图 中 上 面 的 z (CD 到 六 的 4 
个 波形 分 别 对 应 于 式 (1-52) 右 边 的 第 一 项 到 第 
四 项 。 可 以 预计 , 随 着 式 (1-49) 中 使 用 的 频率 
范围 向 正 负 两 侧 的 不 断 扩 展 以 及 子 区 间 的 不 断 
变 罕 ,我们 最 终 将 得 到 x(z) 的 确切 波形 (图 1-15 
中 的 虚线 方 波 ), 这 时 的 等 式 (1-49) 就 变 为 
式 (1-47) 的 傅 里 叶 反 变换 。 

从 上 面 的 分 析 可 以 清楚 地 看 出 ,X(P 是 一 
个 幅度 密度 谱 ; 在 任何 一 个 频率 点 上 , 它 只 是 一 
个 幅度 为 无 穷 小 的 复 指数 ,而 在 某 一 个 窗 带 内 图 1-15 根据 传 里 叶 反 变换 公式 得 
的 总 和 才 是 一 个 有 限 幅度 的 复 指 数 ， 出 的 z(2) 的 近似 值 波形 
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根据 信号 包含 的 功率 和 能 量 的 多 少 ,可 以 把 信号 分 为 能 量 信号 和 功率 信号 。 我 们 
先 来 看 一 个 很 熟悉 的 例子 :一 个 电压 的 功率 和 能 量 。 

在 电子 线路 中 ,一 个 电压 的 功率 规定 为 把 这 个 电压 加 到 19 电阻 上 所 产生 的 功率 。 
比如 ,有 一 个 电压 wb , 它 的 功率 可 以 表示 为 ; 


pO) = = 0) (1-53) 


我 们 一 般 希 望 知道 一 个 电压 的 平均 功率 。 因 此 ,需要 把 全 部 时 间 范 围 内 的 功率 加 
起 来 ,再 除 以 时 间 的 总 长 度 , 而 时 间 范 围 一 般 是 (一 co,co)。 所 以 ,一 个 电压 的 平均 功 
率 可 以 表示 为 ， 


P=lmt[ 一 Im 二 全 
-各地 | ,pW 一 lim 去 | wod (1-54) 
由 上 式 可 以 得 到 这 个 电压 在 全 部 时 间 范 围 内 总 能 量 的 计算 公式 ， 

五 一 lim| pcDd = tm) (中 (1-55) 


现在 从 电压 v() 回 到 信号 x() (电压 当然 也 是 信号 )。 信 号 x(1) 的 总 能 量 可 以 表示 为 : 
= lim | zcpd (1-56) 


16 第 1 章 信号 处 理 预备 知识 


而 信号 x(2) 的 平均 功率 可 以 表示 为 : 
了 
P= lim 过 | rod (1-57) 


有 了 式 (1-56) 和 式 (1-57), 就 可 以 把 信号 区 分 为 能 量 信 号 与 功率 信号 ;如果 一 个 
信号 的 总 能 量 小 于 无 穷 大 ( 它 的 平均 功率 一 定 为 零 ) ,那么 ,这 样 的 信号 就 叫做 能 量 信 
号 。 比 如 ,一 般 的 非 周期 信号 。 如 果 一 个 信和 号 的 平均 功率 大 于 零 且 小 于 无 穷 大 ( 它 的 
总 能 量 就 一 定 是 无 穷 大 ) ,那么 ,这 样 的 信号 就 叫做 功率 信号 。 比 如 , 一般 的 周期 信号。 
此 外 还 有 第 三 类 信号 , 即 , 既 非 能 量 信号 又 非 功 率 信号 的 信号 ,比如 一 个 发 散 的 指数 信 
号 , 它 的 功率 趋 于 无 穷 大 ,但 这 类 信号 在 实际 应 用 中 是 极为 少见 的 。 


1.7 线 谱 与 连续 谱 


在 1.2 节 中 的 复 指数 信和 号 讨论 中 ,我 们 见 到 了 图 1-5、 图 1-6 和 图 1-7 中 的 线 谱 。 
而 且 , 线 谱 是 与 复 指数 信号 关联 的 。 在 1.5 节 的 傅 里 叶 变 换 中 ,我 们 把 -- 个 非 周期 信 
号 表示 成 一 个 连续 谱 。 显 然 , 线 谱 与 连续 谱 有 不 同 的 含义 。 我 们 将 分 别 讨 论 线 谱 和 连 
续 谱 ,然后 对 两 者 进行 比较 。 


1.7.1 绪 谱 


在 1.4.3 节 中 ,我 们 把 传 里 叶 级 数 表示 为 复 指数 的 形式 , 这 就 是 等 式 (1-36)。 
式 (1-36) 中 的 每 一 项 都 是 一 个 复 指数 信号 ,并 且 由 两 个 因子 组 成 :一 个 因子 是 频率 等 
于 naw 的 单位 复 指数 ; 另 一 个 因子 是 X, ,用 来 表示 这 个 复 指 数 的 幅度 和 相位 。 所 以 ， 
式 (1-36) 中 的 每 一 个 复 指数 信号 都 有 自己 的 频率 .幅度 和 相位 。 如 果 我 们 以 频率 为 自 
变量 ,那么 幅度 和 相位 就 可 以 看 成 频率 的 函数 。 这 样 就 建立 起 了 描述 每 个 复 指数 信号 
的 幅 频 特性 和 相 频 特性 ,这 就 是 复 指数 信号 的 幅度 谱 与 相位 谱 。 因 为 这 些 幅 度 谱 与 相 
位 谱 都 是 由 一 些 孤 立 的 直线 组 成 的 ,所 以 这 些 幅 度 谱 与 相位 谱 被 叫做 线 谱 。 

我 们 再 用 一 个 余弦 信号 来 说 明 线 谱 的 含义 。 假 定 这 个 余弦 信号 的 振幅 为 1.8, 频 
率 为 500 Hz, 初 始 相位 为 0. 7r, 因而 ,这 个 余 弱 信和 号 可 以 写 为 ; 


X(t)=1, Bcos (2x5007+0, 77) (1-58) 
把 上 式 改写 为 复 指数 的 形式 
jL2r500t 十 0. 7) 一 攻 2r500t 十 0 7 
z=—1.8X|E | 
-一 0. ge 7r ej2r5004 十 0. Qe™i. 7me ji2r500t (1-59) 


这 样 ,一 个 余弦 信号 被 分 解 成 了 两 个 复 指 数 信和 号 ,它们 有 相等 的 幅度 .相反 的 频率 
和 相反 的 相位 。 我 们 把 式 (1-59) 中 的 两 个 复 指 数 信号 用 频谱 图 画 出 ,如 图 1-16 所 示 。 
而 且 ,频谱 图 中 的 每 一 条 谱 线 都 表示 了 一 个 实际 存在 的 复 指数 信号 。 
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幅度 谱 
1.0+ 
-500 0 5 员 频率 (Ha 
相位 谱 
x 
-500 | 
0 500 频率 (Hz) 
a 


图 1-16 一 个 余弦 信号 的 幅度 谱 和 相位 谱 , 这 两 个 谱 图 都 是 线 谱 
此 外 ,图 1-16 中 的 相位 谱 不 同 于 图 1-5 中 的 相位 谱 。 其 原因 是 , 式 (1-58) 中 包含 
了 一 个 0. 7x 的 初 相 ;而 图 1-5( 包 括 图 1-6) 中 的 复 指数 信和 号 都 是 初 相 为 零 的 情况 。 
1.7.2 连续 谱 


连续 谱 是 由 非 周 期 信号 通过 傅 里 叶 变 换 得 出 的 。 而 且 , 非 周期 信号 的 连续 谱 应 该 被 
看 成 信号 的 复 指数 分 量 的 密度 谱 , 表 示 每 单位 频带 内 的 复 指数 分 量 的 幅度 与 相位 。 在 前 
面 的 式 (1-45) 中 ,我 们 已 经 计算 出 了 图 1-13 中 x() 的 频谱 X( 有 ), 它 是 一 个 sinc 函数 。 
我 们 按照 式 (1-45) 画 出 了 X( 户 的 幅度 谱 , 如 图 1-17 的 上 图 所 示 , 其 中 ,f= 二 1/r。 


图 1-17 ”一 个 非 周期 信号 的 谱 图 。 它 的 幅度 谱 是 连续 谱 , 相 位 谱 等 于 零 或 士 x 
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根据 式 (1-45) 的 计算 ,图 1-13 中 z( 妨 的 相位 谱 恒 等 于 零 , 这 是 因为 x(z) 的 对 称 中 
心 位 于 二 0 的 纵 坐 标 。 但 是 ,因为 sine 函数 的 值 是 正 负 交替 的 ( 见 图 1-8) ,所 以 ,在 把 
X( 记 分 解 成 幅度 谱 和 相位 谱 的 时 候 , sinc 函数 值 中 的 那个 负 号 就 应 该 归 人 相位 谱 中 ， 
这 就 使 图 1-17 下 面 的 相位 谱 中 出 现 了 士 x 的 相位 。 实 际 上 ,图 中 士 x 的 选择 不 是 唯一 
的 ,因为 对 于 正 余弦 函数 而 言 , 士 x 是 完全 一 样 的。 图 中 的 选择 仅仅 是 为 了 表示 相位 谱 
的 奇 对 称 性 。 


1.7.3 线 谱 与 连续 谱 的 关系 


线 谱 与 连续 谱 之 间 的 关系 就 好 比 连续 时 域 中 的 569) 与 zx(b) 之 间 的 关系 [8C0) 将 在 
3.2.1 节 中 说 明 ]。xz(z) 在 时 间 上 是 连续 的 , 它 的 能 量 分 散 到 了 所 有 时 间 点 上 ,因此 在 
任意 一 个 时 间 点 上 的 能 量 都 是 无 穷 小 。 但 3(z) 的 能 量 完全 集中 在 某 个 时 间 点 上 。 对 
此 ,我 们 还 可 以 有 下 面 的 力学 比喻 。 

在 图 1-18 的 两 个 分 图 中 ,横梁 受到 相等 的 1N 力 的 作用 ,但 作用 方式 不 同 。 图 1- 
18a 中 把 1kg 重 的 沙子 堆放 在 横梁 上 。 因 此 , 沿 着 横梁 长 度 方向 上 处 处 承受 到 了 压强 ， 
但 在 每 一 点 上 的 压力 者 等于零。 连续 谱 就 好 比 这 个 情况 。 它 在 每 一 个 频率 点 上 的 能 
量 是 无 穷 小 。 把 所 有 频率 范围 内 的 能 量 加 起 来 就 得 到 信和 号 的 总 能 量 。 

在 图 1-18b 中 ,1N 的 力 只 作用 在 横梁 的 一 个 点 ( 即 忆 点) 上。 在 沿 着 横梁 长 度 方 
向 上 的 其 他 地 方 , 受 力 都 等 于 零 。 但 在 已 点 上 ,横梁 受到 的 压强 是 无 穷 大 。 线 谱 就 好 
比 是 这 个 单 点 力 的 情况 , 它 在 某 个 频率 点 有 一 定 的 功率 ,因而 有 无 穷 大 的 能 量 ,但 在 其 
他 频率 点 上 的 能 量 都 等 于 零 。 


1N 的 力 yb IN 的 力 
二 沙子 


(a) 受到 连续 分 布 的 负载 (b) 受到 单 点 力 的 负载 


图 1-18 横梁 的 受 力 情况 
小 结 


口 在 信号 处 理 中 ,复数 的 直角 坐标 与 极 坐标 之 间 的 转换 是 经 常用 到 的 。 复 函数 的 
周期 性 ,多 值 性 和 等 比 级 数 求 和 也 是 在 信号 处 理 中 经 常用 到 的 。 

口 复 指数 信号 是 最 小 的 信号 单位 , 它 与 负 频 率 是 密切 相关 的 。 正 弱 或 余弦 信号 可 
以 表示 为 一 对 正 负 频 率 复 指数 之 和 或 之 差 ; 而 单独 的 一 个 复 指数 信号 可 以 用 一 
对 正 交 的 余弦 和 正弦 分 量 组 成 , 复 指 数 信号 具有 单一 频率 的 特点 。 

口 sinc 函数 是 信号 处 理 中 最 常见 的 函数 之 一 , 它 的 形状 是 一 个 沿 水 平 轴 向 正信 两 
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侧 延 伸 并 趋 于 零 的 减 幅 振 葛 。 

口 傅 里 叶 级 数 展开 法 可 以 把 周期 信号 分 解 为 许多 谐 波 分 量 之 和 。 分 解 时 利用 了 三 
角 郑 数 的 正 交 性 原理 。 傅 里 叶 级 数 还 可 以 表示 为 复 指数 的 形式 。 

口传 里 叶 变 换 适 用 于 非 周期 信号 的 谱 分 析 , 它 可 以 看 作 人 里 叶 级 数 展开 式 中 的 信 
号 周期 趋 于 无 穷 大 时 的 情况 。 传 里 叶 变 换 产 生 的 是 连续 谱 , 表 示 信 和 号 的 幅度 
(能 量 ) 随 频率 的 密度 分 布 。 

口 我 们 见 到 的 大 多 数 信号 都 可 归 人 能 量 信号 或 功率 信号 : 非 周期 信号 属于 能 量 信 
号 ,周期 信号 属于 功率 信和 号 。 

口 线 谱 表 示 了 复 指数 信和 号 的 频率 ,幅度 和 相位 ,所 以 , 线 谱 也 就 表示 了 周期 信号 的 
频率 ,幅度 和 相位 。 

口 连续 谱 所 表示 的 是 非 周期 信号 的 幅度 (能 量 ) 和 相位 随 频率 的 分 布 ,表示 了 每 单 
位 频带 内 的 复 指数 分 量 的 幅度 和 相位 。 


习题 


1.1 画 出 下 面 3 个 余弦 函数 之 和 的 波形 。 
和 (从 二 cos(wn 引 一 1. 2cos(2uot) 一 0.5cos(3aot) 
说 明 z(0 是 奇 对 称 还 是 偶 对 称 。 
1.2 证 明 ， 
下 sin Cmwot) sin (mot) dt 一 {7 mn 

0 TT/2, m=n 关 0 
其 中 ,一 2r/T 。 
1.3 ”将 下 面 的 xz(2) 波 形 展开 为 傅 里 叶 级 数 ， 


x(D) 
1.0 
-Ty4 
-7V2 14 TA 
-1.0 
1.4 确定 下 列 信和 号 的 周期 , 画 出 它们 的 波形 ,并 计算 它们 的 平均 功率 。 
(1) 3cos(314:) 
(2) 5cos(100rti 十 r/3) 十 2sin(100rt) 
(3) Sin(]150xz) 
1.5 天 出 下 列 信号 的 波形 ,并 计算 它们 的 能 量 , 其 中 wu(2) 为 单位 阶 跃 函数 。 
(1) e ulz) 
(2) u(t)— u(t—15) 
(3) cos(l10xi) u(t)u(2—t) 
1.6 试 确定 下 列 信 号 中 ,哪些 是 功率 信号 ,哪些 是 能 景 信和 号 。 对 于 功率 信和 号 ,计算 它们 的 平 
均 功率 ;对 于 能 量 信号 ,计算 它们 的 能 量 。 
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(1) cos(3xt) sin(2xt) 

(2) e u(t) 

(3) eu(t) 

1.7 一 个 周期 信号 有 下 面 的 波形 : 


试 确定 : 
(1) 傅 里 叶 展 开 式 中 直流 分 量 ao 的 值 ,说 明理 由 。 
(2) 传 里 叶 展 开 式 中 正弦 分 量 6 的 值 ,说 明理 由 。 
(3) 如 果 把 傅 里 叶 展 开 式 表示 为 复 指数 形式 ,那么 它 的 系数 是 实数 、 虚 数 还 是 复数 ?说 明 


理由 。 
1.8 如 果 zx(D 是 实数 和 偶 对 称 的 , 试 证 明 它 的 依 里 叶 变 换 可 以 简化 为 ， 


Xf = 2 zltycos Confiydt 
并 说 明 X( 户 也 是 实数 和 偶 对 称 的 。 
1.9 如 果 z(o 是 实数 和 奇 对 称 的 , 试 证 明 它 的 傅 里 时 变换 可 以 简化 为 ， 
XcP= 一 3 z(1) sin Confi yd 


并 说 明 X( 几 是 虚数 和 奇 对 称 的 。 
1. 10 一 个 实数 信号 zx(z) 的 依 里 叶 变 换 可 以 表示 为 下 面 的 幅度 和 相位 两 部 分 ， 


X(N=|X(f) |exp[LiOf)] 
证 明 它 的 幅度 是 偶 隔 数 ,相位 是 奇瑞 数 , 即 ,1X()|==|X( 一 | ,0 有 = 一 8( 一 让， 


第 2 章 
数字 信号 处 理 概 述 


2. 1 数字 信号 处 理 系统 


数字 信号 处 理 (Digital Signal Processing, DSP) 是 一 种 对 客观 世界 中 的 物理 现象 进 
行 数字 分 析 和 处 理 的 技术 。 完 成 这 种 分 析 和 处 理 的 系统 叫做 数字 信号 处 理 系 统 (DSP 
系统 ) 。 由 于 周围 的 大 多 数 信号 都 是 模拟 量 , 所 以 ,在 进行 数字 信号 处 理 之 前 , 必须 把 
这 些 模拟 量 转化 为 数字 量 。 这 个 转换 要 使 用 模 数 转换 器 (ADC) 。 此 外 ,在 数字 信号 处 
理 系 统 把 处 理 完成 的 数字 信和 号 输出 之 后 ,还 必须 用 数 模 转换 器 (DAC) 把 数字 信和 号 还 原 
成 模拟 信号 ,信号 才 可 以 被 使 用 。 所 以 ,一 个 完整 的 数字 信号 处 理 系统 应 该 包括 3 部 
分 : 模 数 转换 器 ,数字 信和 号 处 理 系 统 和 数 模 转 换 器 ,如 图 2-1 所 示 。 


模拟 信号 
输入 


图 2-1 一 个 完整 的 数字 信号 处 理 系 统 


我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 DSP 处 理 是 如 何 进行 的 。 这 个 简单 的 处 理 任务 是 
计算 出 最 近 的 4 个 输入 样 点 的 平均 值 ,将 其 作为 
DSP 系统 的 输出 。 这 实际 上 是 完成 一 项 低 通 滤 ot 
波 的 任务 。 比 如 , 当 数 字 信号 中 夹杂 高 频 噪声 “| 
时 ,就 可 以 使 用 这 种 方法 。 | | | 

我 们 假设 输入 的 数字 样 点 z(m) 为 交替 的 |] ?1]“] [| 
1.0 和 一 0.5, 如 图 2-2 所 示 , 其 中 的 是 从 零 开 
始 递增 的 整数 。 按 照 处 理 任务 的 要 求 , 可 以 设计 图 22 DSP 系统 的 输入 信号 
出 一 个 数字 信号 处 理 系统 ,而 描述 这 个 数字 信和 号 处 理 系统 的 是 下 面 的 差分 方程 ， 

y(C2a) 一 0.25XLzCa) 十 zZ(C2 一 1) 十 zC2 一 2) 十 zx(C2 一 3)]] 

处 理 系统 的 计算 框图 可 以 根据 这 个 差分 方程 画 成 图 2-3 的 样子 。 图 中 的 二 : 方 杠 

表示 延迟 一 个 采样 周期 ,这 就 是 ,把 每 个 z-! 方 框 输入 端 上 的 样 点 值 记忆 下 来 ,在 下 一 
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个 采样 周期 时 送 到 它 的 输出 端 。 图 2-3 中 下 面 的 3 个 加 法 器 完成 对 x(n) 到 x(n 一 3) 这 
4 个 最 近 输 入 样 点 的 求 和 。 这 样 求 得 的 输出 信号 y(n) 示 于 图 2-4 中 。 

对 照 图 2-2 和 图 2-4 可 知 ,这 个 DSP 系统 确实 完成 了 低 通 滤波 的 任务 , 它 消除 了 
图 2-2 中 的 高 频 振荡 ,因而 还 原 出 了 埋 在 高 频 振荡 中 的 幅度 等 于 0. 25 的 直流 信号 。 


XxX(n) ~ x(n-1) 二 x(n-2) ym) 


A 


0.25 


图 2-3 DSP 系统 的 计算 框图 图 2-4 DSP 系统 的 输出 信号 


2.2 原理 与 实现 


数字 信号 处 理 技术 可 以 分 为 原理 和 实现 两 大 方面 。 原 理 是 讲 数字 信和 号 处 理 的 基 
本 理论 和 算法 ,比如 ,滤波 器 是 如 何 设计 的 ,离散 傅 里 叶 变 换 是 如 何 计算 的 ,等 等 。 数 
字 信 号 处 理 的 原理 并 不 涉及 具体 的 实现 方法 。 

数字 信号 处 理 的 实现 是 指 把 一 个 用 高 级 语言 写成 的 DSP 算法 转变 成 信号 处 理 器 
中 的 一 道 程序 或 一 个 专用 芯片 。 因 此 ,数字 信号 处 理 的 原理 与 实现 是 相互 没有 太 大 联 
系 的 两 件 事 。 本 书 是 讲 数字 信号 处 理 原 理 的 ,所 以 不 会 涉及 信号 处 理 器 的 内 容 。 


2.3 硬件 与 软件 


数字 信号 处 理 的 实现 有 硬件 和 软件 两 种 方法 。 硬 件 方法 是 指使 用 专用 电路 来 完 
成 ,比如 采用 ASIC、ASSP 或 FPGA 等 。 这 种 实现 方法 不 是 依靠 执行 指令 或 程序 完成 
的 ,而 是 在 时 钟 的 同步 控制 下 ,使 数字 信号 流 过 专用 电路 内 的 一 连 串 逻辑 部 件 , 并 最 后 
出 现在 输出 端 上 。 这 些 专用 电路 包括 卷 积 器 .相关 器 .FFT 芯片 等 。 在 许多 年 以 前 ,由 
于 数字 信号 处 理 器 的 速度 达 不 到 许多 DSP 任务 的 速度 要 求 ,所 以 在 数字 信号 处 理 系 统 
的 关键 部 位 必须 使 用 DSP 专用 电路 。 但 随 着 处 理 器 速度 的 提高 ,大 多 数 DSP 专用 电 
路 已 经 逐渐 被 通用 的 DSP 芯片 和 其 他 通用 处 理 器 所 代替 。 

所 以 ,现在 的 数字 信号 处 理 几乎 都 是 用 软件 完成 的 ,软件 方法 又 可 分 为 DSP 处 理 
器 的 方法 和 通用 处 理 器 的 方法 。DSP 处 理 器 的 方法 一 般 是 依靠 汇编 语言 程序 完成 的 ， 
即 一 套用 汇编 语言 写成 的 、 在 某 个 特定 DSP 处 理 器 上 执行 的 程序 。 通 用 处 理 器 的 方法 
是 指使 用 个 人 电脑 或 其 他 通用 计算 机 系统 来 完成 DSP 处 理 任 务 ,其 中 的 程序 一 般 是 用 
高 级 语言 写成 的 ,比如 用 C/C++ 语言 写成 。 我 们 把 DSP 的 这 些 不 同 实现 方法 归纳 在 
图 2-5 中 。 
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ASIC 等 专用 电路 


用 时 钟 与 连 线 完成 任务 


DSP 处 理 器 


用 汇编 程序 完成 任务 


通用 处 理 器 


用 高 级 语言 编写 的 程序 完成 任务 


图 2-5 完成 DSP 任务 可 以 用 硬件 和 软件 的 方法 


2.4 数字 滤波 与 频谱 分 析 


DSP 处 理 包括 数字 滤波 和 频谱 分 析 两 大 功能 。 数 字 滤 波 的 功能 是 用 数字 滤波 器 
完成 的 , 它 用 一 连 串 的 输入 数据 (信和 号) 计算 出 一 连 串 的 输出 数据 (信号 ) 。 虽 然 数字 滤 
波 是 在 时 域 中 进行 的 ,但 它 所 完成 的 是 对 信和 号 频 域 特性 的 修改 。 

频谱 分 析 是 通过 离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 和 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 实 现 的 。DFT 
和 FFT 把 输入 的 时 域 信号 分 解 成 许多 不 同 频率 的 分 量 , 这 就 变换 成 了 频 域 信 号 ,也 叫 
频谱 。 这 样 之 后 ,我们 就 可 以 清楚 地 看 到 信和 号 的 频率 组 成 。 频 谱 分 析 的 目的 是 显示 信 
号 的 频率 组 成 。 


2.5 开发 周期 


每 个 PSP 算法 都 有 一 个 开发 周期 。 它 从 最 上 层 的 需求 表达 式 逐 渐 细 化 到 最 下 层 
的 硬件 结构 。 开 发 周期 可 以 分 为 4 个 步骤 ,如 图 2-6 所 未 。 下 面 分 别 说 明 这 4 个 步骤 
的 工作 内 容 。 
2. 5. 1 把 需求 表达 式 变 为 高 级 语言 算法 

作为 开发 周期 的 第 一 步 ,我 们 将 运用 DSP 原理 ,把 一 个 (组 ) 需 求 表达 式 尽 量 精确 
地 转变 成 一 个 高 级 语言 算法 。 

比如 ,我 们 想 开发 一 个 判别 语音 信号 清音 或 浊音 的 算法 。 下 面 是 这 样 的 一 组 需求 
表达 式 : 

(1) 语音 信号 的 过 零点 次 数 在 每 20 ms 50 次 以 上 时 ,就 认为 是 清音 

(2) 语音 信号 的 最 大 自 相 关系 数 小 于 0. 5 时 ,就 认为 是 清音 ; 

(3) 语音 信号 中 的 高 频 成 分 超过 低频 成 分 的 2 倍 时 ,就 认为 是 清音 ; 

(4) 如 果 (1) 一 (3) 都 不 成 立 , 那 么 就 认为 语音 信和 号 是 浊音 。 


高 级 语言 算法 
高 精度 程序 变 为 - 
低 精 度 程序 第 一 步 
软件 硬件 … 闪 
实现 实现 
高 级 徊 言 程序 


高 级 语言 程序 
变 为 


变 为 硬件 描述 


语言 


[编程 序 


| 硬件 描述 语言 
汇编 程序 下 人 第 四 步 
载 到 处 理 器 或 芯片 制造 


图 2-6 DSP 处 理 算法 的 开发 周期 

在 按照 这 组 需求 表达 式 写 出 了 高 级 语言 程序 之 后 ,必须 对 程序 进行 充分 的 测试 和 
修改 ,以 使 写成 的 高 级 语言 程序 准确 实现 需求 表达 式 的 要 求 。 这 一 阶段 一 般 是 比较 费 
时 的 。 但 有 利 的 一 面 是 ,由 于 并 不 涉及 具体 的 硬件 实现 ,所 以 数据 都 被 表示 为 高 精度 
的 浮 点 数 , 不 存在 精度 和 误差 的 问题 。 

2.5.2 把 高 精度 程序 变 为 低 精 度 程序 

这 一 步 的 目的 是 ,把 高 级 语言 中 精度 极 高 的 泽 点 数 格式 转换 成 目标 硬件 环境 下 的 
定点 数 或 浮 点 数 格式 。 如 果 最 终 的 硬件 是 一 个 DSP 处 理 器 ,情况 就 比较 简单 ,只 要 选 
用 这 个 DSP 处 理 器 所 规定 的 定点 数 或 浮 点 数 格式 。 如 果 最 终 的 硬件 实现 是 一 个 专用 
电路 ,那么 ,为 了 尽量 减少 硬件 量 和 功 耗 ,算法 中 的 每 个 变量 都 应 该 根据 自身 的 动态 范 
围 而 选用 恰当 的 精度 格式 。 这 里 的 难点 是 如 何 准 确 地 确定 一 个 变量 的 动态 范围 。 

在 这 一 步 的 测试 过 程 中 ,需要 不 断 调节 每 个 变量 的 精度 格式 (对 于 DSP 处 理 器 也 
同样 有 高 低 精 度 的 选择 问题 ) ,以 找 出 每 个 变量 被 表达 的 最 佳 动态 范围 。 与 此 同时 ,还 
必须 保证 从 高 精度 浮 点 格式 变 到 低 精 度 定点 或 浮 点 格式 之 后 ,对 算法 引起 的 误差 控制 
在 允许 的 范围 内 。 这 一 步 通常 需要 非常 严格 的 测试 ,需要 一 定 的 技巧 。 


2. 5.3 把 高 级 语言 程序 变 为 低级 语言 程序 
在 第 三 步 中 ,我 们 将 离开 高 级 语言 而 进 人 比较 低级 的 语言 环境 。 这 一 步 的 工作 内 
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容 取决 于 DSP 算法 的 最 终 实现 。 如 果 我 们 是 用 软件 来 实现 DSP 任务 ,那么 ,这 一 步 的 
工作 就 是 简单 地 把 第 二 步 中 得 到 的 高 级 语言 程序 转换 成 汇编 程序 。 如 果 是 用 硬件 来 
实现 ,那么 这 一 步 的 任务 是 把 第 二 步 中 得 到 的 高 级 语言 程序 转换 成 VHDL 或 Verilog- 
HDL 等 硬件 描述 语言 代码 。 至 于 每 个 变量 被 表示 的 动态 范围 ,已 经 在 第 二 步 中 做 了 
恰当 的 选择 。 所 以 ,这 一 步 的 工作 内 容 一 般 是 比较 容易 的 。 


2. 5.4 把 低级 语言 程序 变 为 硬件 描述 代码 


在 第 四 步 中 ,如 果 采 用 软件 的 实现 方法 ,就 要 把 汇编 语言 代码 变 为 机 器 语言 并 下 
载 到 处 理 器 中 。 如 果 是 用 硬件 的 实现 方法 , 那 就 需要 对 硬件 描述 语言 代码 进行 恰当 的 
转换 ,再 装 人 FPGA, 或 送 芯 片 生 产 线 ,以 制造 出 专用 电路 。 

一 般 来 说 ,开发 过 程 不 会 像 图 2-6 中 那样 顺利 , 而 是 需要 反复 地 和 迭代 和 修改 。 此 
外 ,成 本 \ 功 耗 和 速度 等 的 限制 ,也 会 增加 这 种 迭代 的 可 能 性 。 


2.6 优点 与 缺点 


DSP 之 所 以 得 到 如 此 广泛 的 应 用 是 有 原因 的 。 这 些 原因 就 是 DSP 相对 于 模拟 信 
号 处 理 的 优点 。 其 中 的 主要 优点 如 下 。 

口 处 理 精度 高 。 因 为 数字 处 理 的 精度 正比 于 数字 量 的 位 数 ,而 数字 量 位 数 的 增加 
是 很 方便 的 ,也 是 几乎 不 受 限 制 的 。 所 以 ,在 数字 系统 中 有 一 个 所 谓 的 “6 dB 规 
则 ”, 即 字 长 每 增加 1 位 ,动态 范围 就 增加 6 dB。 但 模拟 信和 号 的 处 理 精 度 受到 许 
多 因素 的 制约 ,这 包括 模拟 器 件 与 部 件 自身 的 非 线性 和 噪声 .时 钟 与 其 他 数字 
信和 号 的 蜀 合 干扰 (通过 电源 线 、 地 线 、 并 行 引线 ) 等 。 这 些 噪声 的 总 和 叫做 系统 
的 骂 声 底线 (niose floor) ,而 模拟 系统 的 动态 范围 就 被 定义 为 不 产生 失真 下 的 最 
大 幅度 与 模拟 系统 的 噪声 底线 之 比 。 

口 长 期 运行 的 稳定 性 。 数 字 电 路 的 操作 不 随时 间 而 变化 ,数字 电路 的 计算 结果 是 
永远 正确 的 。 但 模拟 器 件 的 参数 与 性 能 会 随时 间 与 温度 而 漂移 ,影响 长 期 工作 
的 稳定 性 。 

口 极 大 的 灵活 性 。 现 在 的 DSP 算法 都 是 依靠 软件 完成 的 ,所 以 ,许多 不 同 的 DSP 
算法 可 以 容纳 在 同一 DSP 系统 中 。 如 果 要 修改 某 个 DSP 算法 ,就 只 需 修 改 相 
应 的 程序 或 数据 ,而 不 必 改 动 硬件 。 但 模拟 电路 的 修改 是 非常 困难 的 ,并 且 费 
时 费 钱 。 

口 低 成 本 、 小 体积 、 低 功 耗 。 数 字 信 和 号 处 理 是 用 数字 电路 实现 的 ,而 数字 电路 的 制 
造 总 是 使 用 最 先进 的 制造 技术 ,以 达到 最 高 的 性 能 、 最 高 的 集成 度 . 最 低 的 功 耗 
和 最 低 的 成 本 。 模 拟 电 路 由 于 制造 困难 (要 用 到 电阻 和 电容 ,甚至 电感 ,并 要 求 
元 件 之 间 的 精确 匹配 ) ,所 以 成 本 比较 高 ,体积 也 比较 大 。 而 且 , 由 于 是 线性 电 
路 ,一 定 的 偏 置 条 件 是 免不了 的 ,因此 功 耗 也 比较 大 。 
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要 说 DSP 的 缺点 ,也 许 是 在 某 些 要 求 处 理 速 度 极 快 的 应 用 中 赶不上 模拟 电路 。 但 
总 的 趋势 是 ,DSP 将 不 断 地 进入 模拟 电路 的 应 用 领域 ,迫使 模拟 电路 向 频率 更 高 .速度 
更 快 的 领域 发 展 。 应 该 说 ， 模拟 电路 (包括 混合 信号 电路 ) 是 与 数字 电路 同等 重要 的 ， 
我 们 期 待 模拟 与 混合 信号 电路 将 同样 会 有 很 大 的 发 展 。 
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现实 世界 中 的 信号 几乎 都 是 连续 的 模拟 量 ,比如 声音 、 温 度 等 .这 个 “连续 ”有 两 方 
面 的 意思 :一 方面 是 在 时 间 上 的 连续 , 另 一 方面 是 在 幅度 上 的 连续 .只 有 在 这 两 方面 都 
完成 了 离散 化 之 后 ,模拟 信号 才 变 成 数字 信和 号。 

信和 号 在 时 间 上 的 离散 化 叫做 “采样 ,是 本 章 讨论 的 内 容 .连续 时 域 信号 被 采样 之 
后 的 信号 叫做 “离散 时 域 信号 ”或 “采样 数据 信号 ” .数字 信和 号 处 理 的 处 理 对 象 就 是 这 些 
离散 时 域 信 号 .幅度 上 的 离散 化 叫做 “量化 ”, 它 把 信和 号 的 幅度 限制 在 指定 的 有 限 个 数 
值 上 .由 于 “量化 ”不 是 数字 信和 号 处 理 的 必需 内 容 , 所 以 不 在 本 书 中 讨论 。 


3.1 用 ADC 完成 采样 


在 实际 工作 中 ,我 们 都 是 使 用 ADC( 模 数 转换 器 ) 对 模拟 信号 进行 采样 的 .所 以 ,我 
们 先 简 要 地 讨论 ADC 的 工作 原理 ,然后 再 讨论 “理想 采样 ”。 

一 个 ADC 可 以 分 为 采样 器 ,保持 器 和 量化 器 3 个 模块 .相应 地 ,ADC 的 操作 也 分 为 
采样 .保持 和 量化 3 个 步骤 ,如 图 3-1 所 示 。 在 信号 处 理 中 ,采样 是 以 等 时 间 间 隔 进 行 的 。 
图 3-1 下 面 的 工 就 是 这 样 的 一 个 时 间 间 隔 , 叫 做 “采样 周期 ”, 以 s 为 单位 。 采 样 周期 的 倒 
数 叫 做 “采样 率 ” 或 “采样 频率 ”, 它 表示 1 s 内 完成 采样 的 次 数 ,单位 是 Hz。 


X(t) Ta 
人 
NA i 可 


图 3-1 ADC 的 操作 分 为 采样 .保持 与 量化 3 个 步骤 
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在 图 3-1 中 , 当 模 拟 信和 号 xC(z) 加 到 ADC 输入 端 之 后 ,采样 器 就 输出 一 连 串 的 样 点 
值 xsw(?) ,这 就 是 离散 时 域 信号 (或 称 为 采样 数据 信号 ) 后面 的 保 诗 器 把 每 个 样 点 值 保 
持 一 个 工时 间 ,形成 了 阶梯 形 的 采样 保持 信号 xgu(t)。 这 些 采 样 保持 信号 经 过 量化 器 
之 后 ,就 变 成 一 连 串 的 数字 量 , 即 数字 信和 号 ,这 就 是 图 中 右边 的 xz(nT)。,ADC 有 两 个 主 
要 技术 指标 :转换 速率 和 转换 精度 (或 者 分 辩 率 ? ) 。 

ADC 有 许多 不 同 的 结构 ,包括 并 行 、 流 水 线 、 逐 次 通 近 、 折 又 、 积 分 .A5 调制 等 。 积 
分 为 低速 高 精度 的 转换 技术 ;逐次 逼近 为 中 速 高 分 辨 率 的 转换 技术 ; 并行 和 流水 线 为 
高 速 中 高 分 辨 率 的 转换 技术 ;而 乞 调制 由 于 巧妙 地 利用 了 DSP 噪声 整形 技术 而 达到 
了 最 高 的 24 位 分 辩 率 。 

但 是 ,ADC 的 工作 原理 并 没有 告诉 我 们 数字 信和 号 与 原先 模拟 信和 号 之 间 在 频率 特性 
上 的 差异 ,为 此 ,我 们 要 使 用 “理想 采样 ”的 分 析 方 法 。 


3.2 理想 采样 


我 们 先 来 观察 图 3-2 中 的 情况 ,以 便 从 具体 例子 中 了 解 采样 率 的 最 低 限 度 .图 中 夯 
出 了 3 种 不 同 采 样 率 的 情况 。T 为 用 虚线 表示 的 原先 连续 时 域 正弦 信号 的 周期 ,所 以 
它 的 频率 fh = 1/ 工艺 、T, TT 为 3 个 不 同 的 采样 周期 。 


图 3-2 3 种 不 同 的 采样 率 得 到 3 种 不 同 的 数字 样 点 


在 图 3-2a 中 ,每 个 信号 周期 内 采样 4 次 ,所 以 ,采样 周期 是 信号 周期 的 1/4， 
也 就 是 说 ,图 3-2a 中 的 采样 率 为 4X fh。 从 采 得 的 样 点 看 ,原先 模拟 信号 的 形状 保留 得 
很 好 。 如 果 使 用 恰当 的 模拟 滤波 ,是 可 以 恢复 出 原来 信号 的 。 

图 3-2b 是 每 个 信号 周期 采样 2 次 的 情况 ,因此 ,采样 率 下 降 到 了 2 X 方 ,只 有 图 
3-2a 中 的 一 半 。 从 图 3-2b 中 采 得 的 样 点 来 看 ,我 们 可 以 勉强 恢复 出 原来 信号 的 样子 。 

图 3-2c 中 的 采样 率 下 降 到 了 1. 33 X fo 。 这 时 所 采 得 的 样 点 与 前 面 图 3-2a 和 3-2b 
中 的 情况 完全 不 同 。 如 果 用 图 3-2c 中 的 这 些 样 点 来 恢复 模拟 信和 号 (图 3-2c 中 较 粗 的 虚 
线 ), 就 可 以 看 出 信号 的 频率 都 错 了 .因此 ,用 图 3-2c 中 的 样 点 来 恢复 原来 的 信号 已 经 


中 分 辨 率 与 转换 精度 是 两 个 概念 。 
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是 不 可 能 了 ,如 果 再 降低 采样 率 ,情况 会 更 坏 。 

通过 上 面 3 种 不 同 采样 率 的 比较 可 以 看 出 ,如 果 要 保留 原来 信号 的 全 部 特征 ,2 X 
护 的 采样 率 应 该 是 采样 操作 的 最 低 限 度 . 这 就 是 图 3-2b 中 的 情况 .下 面 将 通过 理想 采 
样 来 证 明 这 个 采样 率 下 限 ,但 首先 要 使 用 3 函数 。 

3.2.1 5 函数 的 筛选 特性 

8 函数 也 叫 单位 脉冲 函数 或 单位 冲击 函数 ,可 以 写 为 6(2) 或 SG 一口 。 我 们 先 讨论 
SG) ,然后 再 讨论 SG 一 r) 。 

8(t) 的 波形 可 以 用 图 3-3 来 表示 。 从 图 中 可 知 ,8(b) 是 一 个 连续 时 域 信号 ;只 在 :一 
0 的 邻 域 才 有 一 个 很 窗 的 矩形 波 。 在 撼 形 波 之 外 的 其 他 时 间 上 ,处 处 为 零 . 而 旦 ,这 个 矩 
形 的 底 边 在 不 断 变 罕 并 趋 于 零 ,高 度 在 不 断 增加 并 趋 于 无 穷 大 ,但 矩形 的 面积 恒 为 1。 
所 以 ,8 函数 是 一 个 极限 过 程 ,图 3-3 中 的 箭头 表示 了 这 个 趋 于 极限 的 过 程 . 此 外 ,函数 
还 可 以 取 其 他 的 形状 ,比如 梯形 .余弦 形 等 。 

SG 的 特点 是 它 的 筛选 特性 ,也 就 是 采样 特性 .这 个 意思 是 ,如 果 用 8 去 乘 模拟 
信号 z(D ,就 可 以 把 xQ2) 在 1 二 0 处 的 值 第 选 出 来 ,如 图 3-4 所 示 ,. 图 3-3 中 表示 6(2) 的 
那些 矩形 现在 变 成 了 图 3-4a 中 的 一 个 箭头 .在 图 3-4 中 ,用 8(z) 去 乘 x(z) ,就 得 到 图 
3-4c 中 的 乘积 函数 za (2) ;其 中 ,zs (7) 下 标 中 的 S 表 示 采 样 ,0 表示 对 z( 在 := 二 0 处 
的 值 进行 采样 .图 3-4a 中 的 标尺 1, 0 仅 表示 8 函数 的 面积 。 
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1.0 
(a) ] 
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GO x(D 


面积 恒 等 于 1 
人 " | 


(¢) 4 
二 H 和 f ~ 一 到 0 t 
图 3-3 6(z) 是 一 个 极限 过 程 图 3-4 6(t) 对 信号 的 筛选 过 程 
我 们 可 以 把 图 3-4 中 的 乘积 图 数 zs (1) 表达 为 ， 
en (t) = x(1)602) (3-1) 


我 们 来 解释 3( 的 筛选 特性 .首先 用 一 个 矩形 波 来 表示 8(#) ,如 图 3-5 所 示 。 和 矩形 
的 中 心 位 于 :一 0, 底 边 宽度 为 24, 高 度 为 1/(24) ,因而 它 的 面积 等 于 1。 这 实际 上 把 
6(7) 的 非 零 值 的 范围 限制 在 了 区 间 [ 一 A,A] 之 内 。 

现在 令 4 趋 于 零 , 因 此 ,乘积 函数 rs (2) 在 t= 0 处 的 值 为 ， 


QTA OA 
zg(t) | 一 lim| za (Dd = lm | Zz (SC dE (3-2) 
hr0 J oA 40 0A 
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图 3-5 用 6() 筛选 出 zG5D 在 上 一 0 时 的 值 
在 上 式 右边 的 积分 中 ,由 于 A 为 无 穷 小 ,所 以 ,x(z) 在 [一 4 人,4] 范围 内 可 以 认为 都 
等 于 z(0) ,因而 可 以 提 到 积分 号 和 极限 号 之 前 .这样 , 式 (3-2) 变 为 : 


OFA 
za(D |io = x(0) tim| SD (3-3) 
AD0 J oA 


显然 , 式 (3-3) 中 的 积分 所 计算 的 是 SG 在 上 = 0 邻 域 内 的 面积 ,这 个 面积 等 于 1。 
所 以 , 式 (3-3) 可 以 计算 为 ， 
ze (1) 1, = x0) xX1 = 2x00) (3-4) 
在 上 面 的 计算 过 程 中 并 没有 用 到 8) 在 :一 0 时 的 值 ,只 是 用 到 了 8(b 的 极限 : 它 
的 等 于 1 的 面积 全 部 集中 于 :二 0。 
现在 可 以 把 单位 脉冲 函数 SGz) 对 zz) 在 t 一 0 处 的 筛选 操作 表达 为 : 
Xs Ct) | -一 Lx)80)1 |, = xC0) (3-5) 
这 里 需要 说 明 的 是 ,必须 把 上 面 利用 8(z) 完成 的 采样 操作 与 实际 中 使 用 的 采样 操 
作 区 分 开 来 ,在 实际 的 混合 信号 电路 中 ,采样 操作 是 用 一 个 模拟 开关 ,一 个 电容 和 一 个 
采样 控制 脉冲 实现 的 ,如 图 3-6 所 示 ,在 采样 控制 脉冲 的 某 个 边沿 (图 3-6 中 为 下 降 边 ) 
使 模拟 开关 断 开 的 瞬间 ,就 把 此 时 的 输入 模拟 电压 保持 在 了 采样 电容 上 。 


| 人 采样 控制 脉冲 
Vin(D) Vou(D) 
o——® 
八 八 采样 电容 i 玫 


2 
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图 3-6 ”用 模拟 开关 .电容 和 采样 脉冲 实现 的 采样 操作 


与 之 相 比 ,利用 6(z) 的 采样 操作 只 是 理论 推导 的 一 种 手段 ,是 一 个 理想 化 的 采样 
过 程 .这 个 理想 化 的 采样 操作 表现 为 两 个 特点 :(1) 采样 操作 是 用 6(z) 与 x(4) 之 间 的 乘 
法 完成 的 ;(2) 采样 操作 所 得 到 的 采样 值 是 与 8(z) 的 面积 成 正比 的 。 

我 们 可 以 把 函数 60z) 的 筛选 特性 从 :一 0 推广 到 任何 一 个 时 间 点 上 .这样 就 可 以 用 
6 函数 把 信号 z(z) 在 任何 时 间 点 上 的 值 筛选 出 来 .比如 ,z(i) 在 上 一 时 间 点 上 的 值 可 
以 用 5 一 z) 来 筛选 
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Zs (2) [i = Lx)6C— 0) 1 | = rr) (3-6) 
我 们 先 说 明 式 (3-6) 中 的 68(t-r) ,因为 6(z) 的 等 于 1 的 面积 集中 在 t= 二 0 的 邻 域 ,所 
以 ,SG 一 z) 的 等 于 工 的 面积 集中 在 上 一 r 的 邻 域 .这 就 是 说 ,把 时 间 变 量 * 蔡 换 成 仁 一 了 
的 结果 ,是 把 8(2) 向 右 ( 如 果 z 守 0) 或 向 左 ( 如 果 r< 0) 平移 了 时 间 r。 
图 3-7 表 示 了 式 (3-6) 中 用 SG 一 r) 对 (Go 进行 第 选 的 过 程 .图 3-4 中 的 6807) 现在 
变 成 了 图 3-7 中 的 (i 一 中 .在 图 3-4a 中 出 现在 t== 0 的 那个 箭头 ,现在 出 现在 :=r 的 
时 刻 。 由 此 可 见 , 只 要 改变 r, 就 可 以 用 8 函数 筛选 出 z(b 在 任何 时 间 点 上 的 值 。 


(人 
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图 3-7 6(z 一 z) 筛选 出 x(2) 在 1 = 二 + 时 的 值 


3.2.2 采样 脉冲 函数 p(t) 


现在 需要 构造 一 个 新 的 函数 , 它 叫 “采样 脉冲 函数 ”, 用 p(t) 表示 , 它 由 无 数 个 8 函 
数组 成 ,其 中 的 每 一 个 8 函数 与 它 前 后 的 两 个 8 函数 都 只 间隔 一 个 荆 的 时 间 ( 工 仍 为 采 
样 周期 )。 由 于 6(z 一 nT) 只 在 t= 二 的 时 间 点 上 才 有 面积 等 于 1 的 矩形 波 ,在 其 他 时 间 
上 处 处 为 零 , 所 以 ,在 把 无 数 个 6 函数 秋 加 起 来 组 成 p(2) 的 时 候 , 这 些 6 函数 之 间 是 互 
不 影响 的 。 

采样 脉冲 函数 p(z) 可 以 写 为 : 

pO = 二 6 二 2 十 6G 十 了 十 6Q) 十 6(t 一 了 十 8(t 一 2 十 … 


= 2) 6(t— nT) (3-7) 


图 3-8a 就 是 式 (3-7) 所 表达 的 采样 脉冲 函数 p(z) 的 波形 ,在 图 3-8a 中 ,我 们 随意 
地 标 出 了 两 个 函数 :8(t 十 T) 是 把 6802) 左 移 一 个 全 后 得 到 的 ,而 6(t 一 2 了 T) 是 把 6(1) 
右 移 2 本 后 得 到 的 ,图 3-8a 中 的 标尺 1.0 仅 表示 8 函数 的 面积 。 
根据 上 一 节令 述 的 6 函数 的 筛选 特性 ,我 们 只 要 用 采样 脉冲 函数 p(t) 去 乘 连续 时 
域 信和 号 x(z) ,就 可 以 完成 对 z(b 的 采样 ,这 可 以 写 为 ; 
Xs{t) = zt) pO) (3-8) 
其 中 ,zs(?) 为 x(2) 被 plz) 采样 之 后 的 信号 ,叫做 “已 采样 信号 ”。 
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图 3-8 画 出 了 式 (3-8) 的 采样 过 程 . 图 中 的 已 采样 信号 xs (2) 保留 了 x(2) 在 所 有 
t 二 nT 时 间 点 上 的 值 ,而 在 其 他 时 间 上 的 值 全 部 为 零 , 这 就 是 我 们 所 需 的 对 信和 号 x 人 2) 
的 “理想 采样 .而 且 , 图 3-8c 中 的 已 采样 信号 xs(2) 是 与 图 3-1 中 的 采样 数据 信和 号 
Zzsp(t) 相对 应 的 。 


@) 5 PO (27) 
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图 3-8 ”用 采样 脉冲 函数 p(t) 对 信号 x(1) 进行 理想 采样 
为 了 确定 采样 率 的 下 限 , 必 须 对 采样 前 后 的 信号 x(2) 与 xs(t) 做 频 域 分 析 , 为 此 ， 
我 们 要 借助 健 里 叶 级 数 和 健 里 叶 变 换 的 分 析 方 法 。 
3.2.3 ”理想 采样 的 谱 分 析 
因为 p(z) 是 一 个 周期 函数 ( 见 图 3-8a) ,所 以 ,可 以 展开 为 傅 里 时 级 数 。 又 因为 p(2) 
是 一 个 偶 函 数 ,所 以 , 仿 里 叶 级 数 中 只 有 直流 分 量 和 余弦 分 量 , 因 此 ,p(t) 有 下 面 的 傅 
里 叶 展 开 式 ， 
Ppl) 二 a 十 y， QnCOS (nwst) 
一 ao 十 aacos (wst) 十 azscos (2wst) 十 … 十 aycos (nwst) 十 … (3-9) 
其 中 ,ws 二 2x/T, 是 图 3-8 中 pl2) 的 重复 频率 ,在 展开 式 中 叫 基 频 ,也 是 讨论 中 的 理想 
采样 的 采样 率 。 
根据 1.4 节 讨论 的 三 角 函 数 正 交 性 原理 ,要 计算 式 (3-9) 右边 傅 里 叶 级 数 中 第 mm 项 
的 系数 a ,就 只 要 对 式 (3-9) 两 边 同时 乘 以 cos(mws?) ,然后 对 等 式 两 边 在 图 3-8 中 的 
区 间 [ 一 T/2,T/2]] 内 积分 .这 个 积分 计算 就 是 1. 4 节 中 的 式 (1-26) ,但 现在 变 为 ; 


2 fT™2 
Cn 一 于 | ，， plt)cos (mowst)dt (3-10) 


上 式 中 ,用 了 代替 了 式 (1-26) 中 的 工 , 用 p02) 代替 了 式 (1-26) 中 的 xz(7) ,用 内 代替 了 
式 (1-26) 中 的 ww。 
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在 式 (3-10) 的 积分 区 间 [ 一 T/2,T/2j 内,p(z) 等 于 6C2) 。 所 以 ,被 积 函 数 只 在 上 一 0 
的 很 罕 的 邻 域内 才 不 为 零 。 因 此 ,在 这 个 邻 域内 的 余弦 函数 可 以 认为 等 于 1。 这 样 , 式 
(3-10) 可 改写 为 : 


am 一 于 | OCt) dt 
显然 ,上 式 中 的 积分 就 是 计算 8(2) 在 上 = 0 邻 域内 的 面积 ,这 个 面积 等 于 1。 所 以 ， 
我 们 得 到 : 
一 2 - 
am 一 到 (3-11) 
全 里 叶 展 开 式 中 的 w 是 采样 脉冲 函数 pCz) 的 直流 平均 值 ,我 们 用 式 (1-27) 来 
计算 : 


mw 一 二 | ”ap 由 一 二 (3-12) 
° T_T T 
这 样 ,我 们 计算 出 了 采样 脉冲 函数 p(t) 的 傅 里 时 级 数 展开 式 中 的 全 部 系数 ， 
Co 一 1/T 
| (3-13) 
an = 2/T, m= 1,2, 


现在 对 上 式 做 一 点 修改 .上 面 a。 和 a 表达 式 中 的 下 只 是 起 到 一 个 比例 因子 的 作 
用 .如 果 把 图 3-8a 中 plz) 的 每 个 8 函数 的 面积 乘 以 了 ,那么 在 式 (3-13) 中 就 不 会 出 现 
工 了 .因此 ,我 们 可 以 暂时 略 去 这 个 工 ,因而 式 (3-13) 可 以 化 简 为 ; 
六 一 (3-14) 
an =2, m= 1,2,". 
这 是 一 个 关于 p(z) 的 非常 简单 和 容易 记忆 的 公式 。 
把 式 (3-14) 中 的 a 和 a 代入 式 (3-9) 之 后 ,得 到 采样 脉冲 函数 p(t) 的 傅 里 叶 级 数 
展开 式 : 
p(t) = 1 二 2co0s (wst) 二 2c0s (2wst) 十 … 十 2c0s (mwst) 十 (3-15) 
再 把 展开 式 (3-15) 中 的 余弦 项 用 复 指 数 信和 号 来 表示 ， 
太一 六 十 ee 十 el 十 6 十 1 十 ef 十 ep 十 ep 十 光 


一 y， Ci (3-16) 


在 式 (3-16) 中 ,p(t) 被 表示 为 无 数 个 复 指数 信号 的 相 加 ;它们 的 频率 各 不 相同 ,但 
都 是 采样 率 ws 的 整数 倍 .根据 1. 7 节 中 叙述 的 复 指数 信和 号 与 线 谱 的 对 应 关系 ,采样 脉 
冲 函数 p(z) 的 频谱 PCw) 是 一 个 由 天 数 条 谱 线 组 成 的 线 谱 , 如 图 3-9 所 示 ; 其 中 的 每 条 
谱 线 的 幅度 都 等 于 1, 相 位 都 等 于 零 , 并 且 都 与 式 (3-16) 中 的 一 个 复 指数 分 量 相 对 应 。 

在 把 p(z) 展开 为 复 指数 信号 之 后 ,就 可 以 分 析 连 续 时 域 信号 z(D) 在 采样 前 后 的 频 
谱 变 化 .假设 信号 <(2 的 傅 里 叶 变换 存在 ,并 等 于 X(o) ,我 们 现在 对 已 采样 信号 六 人 
做 传 里 叶 变 换 。 
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图 3-9 ”采样 脉冲 函数 p(z) 的 频谱 是 一 个 线 谱 
根据 伍 里 叶 变 换 的 定义 ,已 采样 信号 xs(z) 的 健 里 叶 变 换 可 以 写 为 ; 
Xs(w) = 全 zs Ce big (3-17) 


将 式 (3-8) 和 式 (3-7) 先后 代入 式 (3-17) 。 由 于 zx(2) 与 n 无关 ,可 以 移 到 连 加 号 之 
后 。 在 把 连 加 号 与 积分 号 交换 位 置 之 后 , 式 (3-17) 变 为 : 


XD zwoverag) = 5 (zwWeemg) (3-18) 
上 式 右边 括号 内 的 积分 式 已 经 是 一 个 傅 里 叶 变换 了 .为 了 清晰 起 见 , 我 们 对 上 式 
右边 使 用 变量 代 换 : 


w = on + Nws (3-19) 
因此 , 式 (3-18) 的 右边 变 为 ， 
式 (3-18) 的 右边 一 > (| zx(Dema) (3-20) 
式 (3-20) 圆 括号 内 的 这 个 积分 就 是 x(z) 的 傅 里 叶 变换 。 因 此, 式 (3-20) 变 为 ; 
式 (3-18) 的 右边 = > XCw) (3-21) 
现在 把 频率 w 还 原 到 w。 由 式 (3-19) 可 知 : 
wi = w— nws (3-22) 
把 上 式 代 入 式 (3-21) ,再 用 式 (3-21) 代替 式 (3-18) 的 右边 之 后 ,我 们 得 到 ， 
Xs(w) 一 > X(w— nws) (3-23) 


式 (3-23) 就 是 我 们 想 要 的 公子 , 它 描 述 了 信和 号 被 采样 后 的 频 j 普 变 化 。 它 的 意思 是 : 
采样 后 的 信号 xs(b 的 频谱 Xs (o) 是 由 无 数 个 原来 信号 xz(2) 的 频谱 X(ow) 又 加 而 成 的 ， 
而 这 无 数 个 频谱 中 的 每 一 个 频谱 的 中 心 依次 位 于 nws 的 频率 处 (2 一 …, 一 2, 一 1,0,1， 
2,…) ,其 中 的 频率 ws 是 采样 脉冲 函数 pz) 的 重复 频率 ,也 是 理想 采样 的 采样 率 。 

式 (3-23) 指明 了 Xs(ow) 与 XCw) 这 两 个 频谱 之 间 的 关联 和 差别 ,我们 把 式 (3-23) 
所 描述 的 这 种 频谱 关系 表示 在 图 3-10 中 。 图 中 标 出 了 位 于 中 间 位 置 的 原来 信号 x(2) 
的 幅度 谱 | X( 亡 | ,也 随意 地 标 出 了 Xs(.P 的 另外 两 个 幅度 谱 | XCf 一 2fs) | 和 | XCf 
+3fs) |。 
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-3 -2 不 0 记 多 
图 3-10 已 采样 信号 zs(z) 的 幅度 谱 | Xs(P | ,其 中 位 于 二 0 
处 的 | X(7) | 是 原来 连续 时 域 信号 xCz) 的 幅度 谱 


3.3 ”采样 定理 与 混 春 


由 图 3-10 可 知 ,如 果 连 续 时 域 信号 的 频谱 X(f) 比较 宽 ,那么 ,已 采样 信号 的 频谱 
Xs(. 六 中 的 那些 分 离 的 频谱 就 有 可 能 互相 拱 接 ,因而 改变 了 原来 连续 时 域 信号 的 频谱 。 
我 们 用 图 3-11 与 图 3-12 对 此 做 进一步 说 明 。 

在 图 3-11a 中 ,连续 时 域 信 号 z(D 的 频谱 为 | XX( 放 7 | , 它 的 带宽 户 小 于 fs/2. 根 据 
式 (3-23) ,采样 之 后 的 频谱 | Xs(.P | 应 该 是 图 3-11b 那 样 的 情况 .Xs (.P 中 各 相 邻 频谱 
XX(f 一 nfs) 之 间 保 持 了 (fs 一 2fs) 的 间距 ,因此 互相 没有 重合 ,原来 的 谱 形 | XCP | 也 
就 没有 改变 。 


(a) 
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图 3-11 采样 率 满足 采样 定理 
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图 3-12 采样 率 不 满足 采样 定理 
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但 图 3-12 中 的 情况 就 不 同 。 图 3-12a 中 xb 的 带宽 户 超过 了 fs/2, 因 此 ,在 图 
3-12b 中 , | X(CP | 的 那些 超过 fs/2 的 频率 分 量 由 于 采样 而 被 折 倒 回 到 了 低频 区 (图 
3-12b 中 的 灰色 部 分 ) ,并 与 | X( 户 | 低频 区 的 频率 分 量 要 加 在 一 起 ,改变 了 |X(C 亡 | 的 
谱 形 。 这 种 现象 叫做 “ 混 释 ”。 

现在 ,我 们 就 可 以 对 采样 率 的 下 限 做 一 个 规定 ,这 就 是 “采样 定理 ”, 它 是 这 样 说 
的 :在 对 一 个 连续 时 域 信号 进行 采样 时 ,如 果 连 续 时 域 信 和 号 的 带宽 为 fs, 那 么 ,为 了 使 
采样 操作 能 够 保留 下 连续 时 域 信号 的 全 部 特征 ,采样 率 必 须 不 低 于 2 X fs。 换 句 话 说 ， 
用 不 低 于 2x fs 的 采样 率 进行 采样 而 得 到 的 离 艇 时 域 信 号 ,从 理论 上 讲 , 可 以 用 来 完全 
恢复 出 原来 的 连续 时 域 信 号 ,这 里 的 2X fe 叫做 奈 奎 斯 特 速率 ,而 采样 定理 也 可 以 叫做 
奈 奎 斯 特定 理 。 

在 本 章 开始 时 ,我 们 用 图 3-2 从 时 域 中 说 明了 采样 率 的 下 限 ,而 图 3-2c 中 发 生 的 
就 是 混 香 ,现在 从 频 域 来 说 明 这 个 混合 ,假设 图 3-2 中 原来 的 模拟 信号 (虚线 画 出 ) 的 频 
率 是 1 kHz。 因 此 ,3 个 采样 频率 依次 为 4 kHz、2 kHz、1. 33 kHz, 我 们 只 解释 发 生 了 混 
笃 的 图 3-2c。 

3-2c 中 的 混 委 过 程 被 表示 在 图 3-13 中 ,而 且 只 画 出 正 频 率 方向 的 情况 ,由 于 采 
样 频率 是 1. 33 kHz, 所 以 折 和 又 频率 是 667 Hz( 折 释 频 率 定义 为 采样 率 的 一 半 ) .原先 模 
拟 信 号 中 的 1 kHz 的 信号 分 量 ,由 于 大 于 667 Hz 的 折 苹 频率 ,而 被 折合 回 到 低频 区 , 变 
为 333 Hz 的 分 量 ,这 就 是 图 3-2c 中 那 条 较 粗 虚线 所 表示 的 信号 分 量 ,。 当 这 个 折 友 回来 
的 低频 分 量 与 原来 信号 频谱 中 正确 的 333 Hz 分 量 (图 中 未 画 出 ) 至 加 的 时 候 , 就 产生 了 
频率 混 稚 。 

kCA 采样 并 折合 后 
的 信号 分 量 。 ”采样 前 的 信号 分 量 
A | > 
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折 候 频率 采样 频率 
图 3-13 ” 混 秋 现象 的 频 域 解释 
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混合 现象 是 很 难 避免 的 .首先 因为 一 般 的 信号 都 有 很 宽 的 频率 范围 ,其 次 是 由 于 
处 理 速度 和 存储 量 的 限制 ,我们 一 般 不 可 能 把 采样 频率 选择 得 充分 高 .比如 ,语音 信号 
中 的 最 高 频率 可 以 在 10 kHz 以 上 ,但 电话 中 使 用 的 采样 频率 却 只 有 8 kHz。 所 以 为 了 
防止 混合 ,电话 的 音频 信号 被 限制 在 3. 4 kHz 以 下 。 随 着 微 电 子 技术 的 发 展 ,电话 音频 
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信和 号 的 带宽 正 酝酿 从 3.4 kHz 向 7 kHz 过渡 .但 即使 带宽 达到 了 7 kHz, 也 同样 存在 混 
到 的 问题 。 所 以 一 般 的 做 法 是 ,根据 具体 的 应 用 要 求 , 把 频率 混合 的 成 分 降 到 可 以 容忍 
的 水 乎 。 

此 外 ,一 旦 由 于 采样 不 当 而 发 生 频 率 混 肥 之 后 ,这 个 混 倒 是 很 难 消除 的 .所 以 , 重 
要 的 一 点 是 ,如 何在 采样 之 前 避免 混和 的 发 生 , 或 尽量 降低 混 又 的 程度 , 这 就 叫 “ 抗 混 
登 ”。 

抗 混 又 有 两 种 方法 :一 种 方法 是 在 采样 之 前 进行 一 次 抗 混 玖 低 通 滤波 ; 另 一 种 方 
法 是 尽量 提高 采样 率 。 我 们 先 来 说 明 抗 混合 低 通 滤波 的 方法 。 

抗 混 委 低 通 滤波 的 目的 是 滤 除 所 有 超过 折 受 频率 的 高 频 分 量 。 我 们 借用 图 3-12a 
中 的 信号 来 说 明 这 种 抗 混 秋 方法 .采用 抗 混 盖 低 通 滤波 之 后 的 效果 示 于 图 3-14 中 。 图 
3-14a 中 的 虚线 表示 抗 混 秋 低 通 滤 波 之 前 的 信号 频谱 ,ft 为 抗 混 释 低 通 滤波 器 的 截止 
频率 ,这 表示 我 们 放弃 了 原来 模拟 信号 中 频率 高 于 fc 的 所 有 分 量 。 因 此 ,在 图 3-14a 
中 ,频谱 | X(CP | 中 频率 大 于 tc 的 成 分 被 衰减 了 。 图 3-14b 是 模拟 信号 经 过 抗 混合 低 
通 滤 波 和 采样 后 的 频谱 | Xs (六 | 。 可 以 看 出 ,图 中 的 频率 混合 比 图 3-12b 有 了 显著 的 减 
小 ,更 为 重要 的 一 点 是 ,虽然 图 3-14b 中 显示 了 一 定 的 混 释 量 ,但 其 中 被 折 秋 到 低 于 大 
的 频率 成 分 几乎 等 于 零 ; 而 超过 f 的 那些 混 倒 部 分 是 可 以 容易 地 用 数字 滤波 器 滤 
除 的 。 

搞 混 又 模拟 低 通 
由 站 | 滤波 器 的 截止 特性 

抗 混 下 浪 波 后 
的 信号 频谱 
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图 3-14 ”用 模拟 低 通 滤波 器 抗 混 春 
如 果 要 求 信和 号 中 原本 会 引起 混 琶 的 那些 频率 成 分 仍 能 正确 地 保留 在 已 采样 信号 
中 ,我 们 就 只 能 用 第 二 个 方法 :提高 采样 率 , 这 等 于 在 图 3-12b 中 把 频谱 | X(f 一 fs) | 
向 右 平移 (频谱 | X(f 十 下) | 也 同时 向 左 平移 ) ,使 混 琶 区 变 罕 , 混 肥 量变 小 ,虽然 这 种 
方法 可 以 比较 完整 地 保留 信号 的 特征 ,但 付出 的 代价 是 要 求 更 高 的 处 理 速 度 和 更 大 的 
存储 容量 ,因而 增加 了 处 理 成 本 和 功 耗 。 抗 混 释 是 在 这 两 种 方法 之 间 寻 找 一 个 平衡 点 。 
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小 结 


口 解释 了 单位 脉冲 函数 8(z) 的 筛选 特性 , 并 说 明了 如 何 用 它 来 构建 采样 脉冲 函 
数 p(z)。 

口 p(2) 是 周期 信号 ,所 以 就 可 分 解 为 无 数 个 复 指数 信号 之 和 。 

口 理想 采样 的 操作 过 程 是 用 p(z) 去 乘 模拟 信号 z(t)。 

， 口 被 理想 采样 之 后 的 已 采样 信号 zs(z) 的 频谱 Xs(P 是 无 数 个 原来 模拟 信和 号 频谱 

X( 的 大 加 。 

局 最 后 叙述 了 采样 定理 ,解释 了 采样 定理 的 含义 ,并 比较 详细 地 叙述 了 频率 混 又 的 
发 生 和 抗 混 又 的 方法 。 


习题 


3.1 已 知 下 列 3 个 连续 时 域 信号 和 采样 频率 : 

@ rl) = 二 2 十 2cos(8xt) ,被 以 16sps2 的 采样 率 采样 ， 

@ z(b 一 cos(20nt 十 x/4), 被 以 12sps 的 采样 率 采 样 ; 

加 zi) 一 5cos(8t) 十 3sin(20xt 十 x/8) ,被 以 14sps 的 采样 率 采 样 ; 

(1) 画 出 这 3 个 信号 的 已 采样 信号 zs (2) 的 幅度 谱 , 要 求 幅度 谱 的 最 高 频率 画 到 24 Hz。 
(2) 指出 能 否 从 这 3 个 已 采样 信号 zs(z) 恢复 出 原来 的 连续 时 域 信号 。 

3.2 已 知 一 个 连续 时 域 信号 z(z) 的 幅度 谱 如 下 图 所 示 。 


KA 
1.0 


! ! 


十 一 一 + H: 
-20 -10 0 10 20 7 (HD 


(1) 画 出 3 个 采样 率 下 的 已 采样 信号 xs(t) 的 幅度 谱 , 这 3 个 采样 率 为 30 Hz.40 Hz 和 50 Hz。 
(2) 指出 其 中 的 哪些 采样 率 是 正确 的 。 
3.3 ”有 一 个 已 采样 正弦 信和 号 sin(nwoT) ,T 为 采样 周期 . 画 出 在 下 面 各 信号 频率 时 的 幅度 


谱 , 其 中 ws 为 采样 频率 : 


(1) w = ws/6; 

(2) wo 一 ws;s 

(3) ww 二 0( 直 流 )。 

3.4 我们 要 对 一 个 宽带 信号 x(z) 进行 采样 .为 了 减少 由 采样 引起 的 混 释 ,需要 用 一 个 前 置 
抗 混 从 滤波 禹 。 我 们 希望 采样 后 的 信号 zs(z) 在 滤波 器 通 带 内 的 混 秋 不 大 于 一 20 dB. 如 果 滤 波 器 


QD sps(samples per second, 每 秒 钟 所 采集 到 的 样 点 数 ) 不 是 国际 单位 制 .采样 率 的 国际 单位 是 Hz, 但 两 
者 可 以 换 用 。 
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的 带宽 等 于 采样 率 的 1/3, 试 确定 该 抗 混 委 滤波 器 的 幅 频 特性 在 过 渡 带 内 的 深 降 率 ,并 说 明理 由 。 
3.5 “有 一 个 正弦 或 余 弱 信号 ,在 被 两 倍 于 其 频率 m 的 采样 率 进行 采样 之 后 的 已 采样 信号 
如 下 : 


(1) zs(t) = sin(newo T) 
(2) zs(t) = cos(nwo T) 
(3) xs(t) = cos(nwo T+ x/2) 


试 画 出 已 采样 信和 号 的 样 点 序列 和 幅度 谱 , 并 说 明 原因 。 

3.6 一 个 自动 语音 广播 系统 ,从 扬声器 发 出 的 声音 噪声 很 大 , 试 分 析 其 可 能 的 原因 。 现 在 希 
望 重 新 设计 一 个 这 样 的 自动 语音 广播 系统 ,包括 事先 的 语音 采 录 过 程 ,并 要 求 中 等 音质 (可 理解 
为 保留 7 kHz 以 下 的 音频 分 量 ) . 试 画 出 你 设计 的 语音 系统 的 录放 音 结构 框图 ,并 注 明 使 用 的 采 
样 率 和 各 模块 的 通 带宽 度 。 


第 4 章 
z 变换 


第 3 章 讨论 了 理想 采样 .采样 后 的 信号 只 在 采样 时 间 点 上 保持 了 原来 信号 的 幅度 ; 
而 且 ,只 要 满足 采样 定理 ,我 们 仍然 可 以 恢复 出 原来 的 连续 时 域 信号 .所 以 ,我 们 只 需 
关注 和 分 析 采 样 时 间 点 上 的 那些 样 点 值 .这 就 是 本 章 要 叙述 的 内 容 :z 变换 把 信号 从 连 
续 时 域 带 入 离散 时 域 。 


4.1 已 采样 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 
我 们 重复 第 3 章 中 的 式 (3-8) ,并 按照 式 (3-7) 把 采样 脉冲 函数 p(z) 表示 为 无 数 个 
6 天 数 之 和 : 
Xs(t) = rx) Pp 一 S) X(t— nT) (4-1) 


其 中 ,xs(2) 为 已 采样 信号 ,了 为 采样 周期 。 

在 从 连续 时 域 转变 到 离散 时 域 之 前 ,假设 上 <0 时 xz(D 三 0。 因 为 在 后 面 将 会 看 到 ， 
我 们 所 遇 到 的 绝 大 多 数 的 信号 都 是 这 样 的 .而 且 , 这 个 := 0 的 时 间 点 被 用 作 信 号 的 起 
始 时 间或 参照 时 间 。 因 此 , 式 (4-1) 中 的 连 加 运算 的 下 限 可 以 从 一 ce 变 为 0。 这样 之 后 ， 
式 (4-1) 变 为 ， 


rs 人 一 >) z(DO6CG 一 7T) (4-2) 
n=0 


图 4-1 已 采样 信号 zs(z) 只 在 1 之 0 时 才 不 等 于 零 
经 过 上 面 这 样 假设 之 后 ,图 3-8c 中 的 已 采样 信号 zxs(z) 现在 变 成 了 图 4-1 中 的 
样子 。 
对 式 (4-2) 两 边 同 时 取 拉 普 拉 斯 变换 后 ,得 到 : 
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Js) = 上 yz(D06G 一 AT)erdt (4-3) 
0 pn=0 


其 中 ,Xs(s) 为 已 采样 信号 zs(b 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
在 把 上 式 中 的 积分 号 与 连 加 号 交换 位 置 之 后 ,上 式 变 为 : 


Xs() = > | xz(08C 一 2TDevd (4-4) 


在 上 式 右边 ,积分 式 中 的 2 可 以 暂时 看 作 常 量 。 这 是 因为 每 做 一 次 积分 的 时 候 , 连 
加 号 中 的 nn 值 是 固定 的 。 

由 于 式 (4-4) 右边 SG 一 ?5T) 的 筛选 特性 ,我 们 可 以 把 积分 区 间 缩 小 到 上 = nT 的 邻 
域 ,这 就 是 ,积分 区 间 变 为 从 (nT 一 A) 到 (nT 十 A), 其 中 A 汪 0, 这 样 , 式 (4-4) 变 为 ， 


2 faT+A 
Xs(s) = >) ,DO nT)e "dt 
n=0 Y NI— 


现在 假设 上 式 中 的 A 为 一 个 无 穷 小 ,因此 ,被 积 函 数 中 的 zx(z) 和 e™ 的 值 可 以 认为 
分 别 等 于 x(nT) 和 ee .由 于 xlnT) 和 e 对 于 积分 运算 都 是 常数 ,就 可 以 提 到 积 
号 之 前 。 根 据 这 些 分 析 , 上 式 可 演算 为 : 


nTt 2 nT+A 
Xs = Dre ned = za)e™ | 3 —nT)d 


(4-5) 
显然 ,上 式 中 最 后 那个 积分 是 在 计算 5(t 一 nT) 在 [nT 一 A,nT 十 A] 区 间 内 的 面积 ，; 
而 这 个 面积 一 定 等 于 1, 与 n 的 取 值 无关 .因此 ,上 式 可 以 容易 地 改写 为 ; 


Xsls) = 2) rnT)e™ 


一 Z(0) 十 Zz(T)e 十 z(2TD)e27 十 …， (4-6) 
式 (4-6) 就 是 已 采样 信号 x,(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
在 式 (4-6) 中 ,zx(z) 的 每 一 个 采样 值 都 被 乘 以 一 个 不 同 的 延迟 因子 exp( 一 msT) ,根据 
拉 普 拉 斯 变换 的 延迟 性 质 ,这 个 延迟 因子 表示 采样 值 相对 于 z 二 0 的 时 间 延 迟 。 比 如 , 式 
(4-6) 中 的 指数 项 e”“ 表示 采样 值 x(27) 是 在 :一 2T 时 被 采样 的 , 比 : 二 0 晚 了 2T 的 时 
间 。 所 以 ,在 把 所 有 的 采样 值 集合 在 一 起 的 时 候 , 就 组 成 了 一 个 有 先后 顺序 的 时 间 序 列 。 
注解 : 拉 普 拉 斯 变换 的 延迟 性 质 的 意思 是 :把 一 个 信号 在 时 域内 延迟 时 间 了 ,就 等 
于 对 这 个 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 e 了 .下 面 用 8 函数 来 验证 这 个 延迟 性 质 。 
首先 ,6(b 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 1。 把 8(i) 延迟 时 间 工 之 后 的 信号 是 8(t 一 T) ,其 中 
开 之 0。 根 据 拉 善 拉 斯 变换 的 定义 ,8(t 一 了 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 应 该 计算 为 ; 
XxX) 一 | 386 一 Derd (4-7) 


上 式 中 ,由 于 6(z 一 了 ) 的 筛选 特性 ,被 积 函 数 6(1 一 T)e* 只 在 ft 二 丁 的 邻 域 不 等于 零 。 
所 以 ,上 式 的 积分 区 间 可 以 缩小 到 1 二 本 的 一 个 令 域 ,这样 , 式 (4-7) 可 以 改写 为 ， 


T+ 
XH =| 80- Ded (4-8) 
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我 们 把 上 式 中 的 4 看 成 一 个 无 穷 小 ,所 以 ,e” 可 以 认为 等 于 e” ,因而 可 以 提 到 积 
分 号 之 前 。 这 样 之 后 , 式 (4-8) 变 为 : 


THA 
X(s) = or| 80G— Dd (4-9) 
TA 
显然 , 式 (4-9) 中 的 积分 等 于 1。 所 以 ,我 们 得 到 SG 一 了 的 拉 普 拉 斯 变换 : 
X(5) = eT (4-10) 


这 就 验证 了 拉 普 拉 斯 变换 的 延迟 性 质 。 
4.2 从 拉 普 拉 斯 变换 到 z 变换 


我 们 已 经 得 到 了 已 采样 信号 zs 人 90 的 拉 普 拉 斯 变换 式 (4-6) ,现在 想 从 连续 时 域 进 
人 离散 时 域 是 非常 容易 的 ,只 要 定义 一 个 复 变量 z: 
之 一 e7 (4-11) 
把 式 (4-11) 代入 式 (4-6) 的 右边 ,得 到 : 
XX(z) 一 S) XNnT)z™ 


n=0 


二 Xx(0) 十 XDDz i 十 XTC2DDz ?二 (4-12) 
式 (4-12) 就 是 我 们 想 要 的 离散 时 域 信号 xCxT) 的 z 变换 定义 式 , 其 中 的 zx(nT) 是 
Zz) 在 离散 时 间 点 上 的 值 .由 此 可 以 看 出 ,从 连续 时 域 向 离散 时 域 转变 的 过 程 中 ,已 采 
样 信号 z.(b 扮演 了 关键 性 的 角色 .而 式 (4-11) 变量 代 换 的 一 个 好 处 是 把 式 (4-6) 中 复 
杂 的 指数 函数 变 成 了 式 (4-12) 中 比较 简单 的 军 函 数 。 
在 式 (4-12) 中 ,右边 的 每 一 项 zx(CxT)z 都 由 两 个 因子 组 成 :其 中 的 x(nT) 为 样 点 
值 ,而 x” 为 这 个 样 点 相对 于 起 始 时 间 的 延迟 ,比如 ,2. 5z* 表示 这 样 一 个 样 点 , 它 的 值 
是 2. 5, 它 出 现 的 时 间 比 信号 起 始 时 间 晚 ( 右 移 ) 了 8 个 采样 周期 .所 以 ,z 变换 中 的 x 
与 拉 普 拉 斯 变换 中 的 ce” 具有 相同 的 功能 :e" 把 一 个 连续 时 域 信号 延迟 了 时 间 zT， 
而 xz” 把 一 个 离散 时 域 信号 延迟 了 x 个 采样 周期 工 。 我 们 将 在 4.5 节 中 仔细 讨论 z 变换 
的 延迟 性 质 。 
这 里 需要 说 明 一 点 ,z 变换 的 一 般 性 定义 是 双边 的 ,而 式 (4-12) 是 单 边 的 ,在 后 文 
中 将 会 看 到 ,实际 使 用 中 的 信号 几乎 都 是 单 边 的 ,因此 , 单 边 和 双边 是 一 样 的 ,我 们 也 
可 以 把 式 (4-12) 中 的 累加 下 限 扩展 到 一 ce, 因而 得 到 双边 的 z 变换 定义 式 ， 
X(z) = 2) rnT)z™ (4-13) 


oo 


下 面 3 个 离散 序列 都 是 在 离散 时 域 中 经 常用 到 的 ,也 是 离散 时 域 中 最 简单 的 信号 
我 们 来 计算 它们 的 z 变 换 。 


例 4-1 单位 脉冲 序列 SCzT) 类 似 于 连续 时 域 中 的 8(z) 函数 ,但 不 能 简单 地 认为 8(xT) 是 由 
5305 采样 而 得 到 的 。 它 被 定义 为 
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1，272 王 0 
6CnT) 一 (7 n= 1,2,3,.. (4-14) 
它 的 样 点 序列 画 在 图 4-2a 中 。 把 6CnT) 代入 z 变 换 的 定义 式 (4-12) 之 后 ,可 以 得 到 5CxT) 的 
z 变换 : 
X(z) 一 II 十 0Xc 十 0X2z 2 十 … (4-15) 
这 个 结果 非常 简单 ,非常 有 用 ,而 且 也 等 于 连续 时 域 中 8(b) 要 氏 机 XX(s) 一 1。 单位 脉冲 
序列 的 z 变 换 既 没有 零点 ,也 没有 极点 ,所 以 使 用 起 来 非常 方便 (零点 与 极点 将 在 5. 5 节 中 讨论 ) 。 


例 4-2 单位 阶 跃 序列 uCnT) 可 以 认为 是 从 连续 时 域 的 单位 阶 跃 函数 uz) 采样 而 得 到 的 。 但 
ulz) 在 t= 二 0 处 是 不 连续 的 ,按照 通常 的 规定 ,ulz) 在 这 一 点 的 值 应 该 等 于 左右 极限 的 平均 值 , 即 
ul0) 一 0. 5; 但 我 们 在 这 里 规定 x(0) = 1。 所 以 ,单位 阶 跃 序列 u(xnT) 被 定义 为 : 

ul(nT)=1, n 守 0 (4-16) 

图 4-2b 画 出 了 单位 阶 跃 序列 的 样 点 。 它 的 z 变 换 可 以 根据 z 变换 定义 式 (4-12) 计算 为 ， 


X(z) 一 1 十 z! 十 十 … 一 >) Ed 


上 式 右 边 是 一 个 等 比 级 数 ; 只 有 当 公 比 x 的 模 小 于 1 时 才 收 敛 。 所 以 ,这 个 等 比 级 数 的 收敛 
条 件 是 | = | 过 1, 或 者 是 | xz | > 1。 因 此 ,单位 阶 牙 序列 的 z 变 换 是 有 收 伍 区 域 的 ,这 个 收 伍 区 域 
是 单位 圆 的 外 部 。 
在 收敛 域内 ,上 式 可 以 用 等 比 级 数 求 和 公式 化 简 为 ， 
XW = 证 ，lzl>1 (4-17) 


如 果 令 上 式 右边 的 分 母 等 于 零 , 就 得 到 它 的 极点 zz 二 1。 所 以 单位 阶 跃 序列 有 一 个 极点 在 = 一 1。 


例 4-3 单位 指数 序列 可 以 认为 是 从 连续 时 域 的 单位 指数 本 数 采样 而 得 到 它 的 表达 式 为 : 
xnT)=a", 0<a<1, n 守 0 (4-18) 
其 中 ,0 < a 过 1 保证 了 单位 指数 序列 的 收敛 性 . 它 的 样 点 序列 画 在 图 4-2c 中 。 它 的 z 变换 为 ， 
X(z) 一 十 az 十 ae 十 … 
一 1 十 Colz) 二 十 Carlz) 二 十 ，… 


一 > (a lz)™ (4-19) 
把 上 式 与 上 面 的 例 4- 2 比较 后 可 知 ， 上 式 中 的 oz 对 应 于 例 4-2 中 的 z。 所 以 ,上 式 可 简化 为 ; 
XW = zl>a (4-20) 


式 (4-20) 的 收敛 区 域 也 是 一 个 圆 的 外 部 .由 于 0 二 a < 1 ,这 个 圆 在 单位 圆 之 内 。 所 以 ,单位 
指数 序列 的 z 变 换 的 收敛 域 要 大 于 例 4-2 中 单位 阶 跃 序列 的 收 伍 域 .这 也 可 以 从 图 4-2b 和 图 4-2c 
看 出 :图 4-2b 中 的 样 点 保持 不 变 ,而 图 4-2c 中 的 样 点 呈 指 数 衰 减 。 因 此 ,图 4-2c 应 该 比 图 4-2b 有 较 
大 的 收敛 域 。 
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0 2 3 4 
(a) 单位 脉冲 序列 
u(nT) 
| | | 国 | | 
了 
0 1 2 3 4 
人 b) 单位 阶 跃 序列 
x(nT) 
个 
T f 了 一 个- nT 
0 1 2 3 4 
(0) 单位 指数 序列 


图 4-2 3 个 基本 的 离散 序列 

此 外 ,单位 指数 序列 的 z 变 换 的 一 个 极点 位 于 zz, 二 4a。 因 为 0 过 a 过 1, 所 以 极点 在 单位 圆 内 。 具 

体 地 说 , 它 的 一 个 极点 位 于 单位 圆 内 的 正 实 轴 上 ,与 原点 的 距离 为 a。 此 外 ,如 果 单 位 指数 序列 的 a 
取 值 于 一 1 与 0 之 间 , 那 么 它 的 样 点 序列 是 振东 的 ,但 也 趋 于 零 。 


我 们 把 单位 阶 路 序列 和 单位 指数 序列 的 极点 画 在 图 4-3 中 ,可 以 看 出 ,极点 都 不 在 
收敛 域内 ,因为 离散 时 域 信和 的 z 变换 在 极点 上 是 发 散 的 .此 外 , 表 4-1 给 出 了 一 些 党 
用 离散 序列 与 它们 的 z 变换 之 间 的 对 照 关系 。 


Im 


单位 加 单位 阶 跃 序列 的 极点 


z 平 面 
a ->| 


O 


单位 指数 序列 的 极点 
图 4-3 单位 阶 获 序列 和 单位 指数 序列 的 两 个 极点 位 置 的 比较 
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表 4-1 常用 离散 序列 的 z 变 换 


序 号 离散 序列 z 变 换 收 化 域 
1 $Cn) 1 所 有 > 
2 Cn) 1 iz|>1 
un 1—x! 
a 二 一 |z|> lal 
3 1—axz 
1—cos (wT)z! 
4 cos(n wo T) 1 20s Te 2 lz|>1 
- sinCwo T)z ! 
5 sin(nwo T) 1 acos(u T) 2 TF 2 |z|>1 
， 1—rcos(w 1T)2! 
6 rcos(nwoT) 12rcosn Te FT |z|> |]r| 
) rsinCwo T)z 
7 rsin(nwol) Tarcos( DT F723 |z|> |r| 


4.3 s 平 面 与 z 平 面 的 映射 


现在 通过 式 (4-11) 来 说 明 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 域 平面 与 2 变换 的 定义 域 :平面 之 
间 的 映射 关系 ,在 拉 普 拉 斯 变换 中 , 自 变量 ; 是 一 个 复 频 率 变量 ,可 以 用 直角 坐标 写 为 ， 


5 一 0G 十 jw (4-21) 
把 式 (4-21) 代入 式 (4-11) 之 后 ,可 以 得 到 : 

z 一 eT eT (4-22) 
上 式 把 式 (4-11) 表示 成 了 极 坐 标的 形式 .其 中 ,e” 为 = 的 模 , 即 ,z 平 面 上 从 原点 到 


复数 点 z 的 复 矢 量 的 长 度 。wT 为 这 个 复 矢 量 的 幅 角 , 即 , 从 实 轴 沿 着 正方 向 ( 逆 时 针 ) 旋 
转 到 这 个 矢量 位 置 时 所 扫 过 的 弧度 数 。 

通过 式 (4-21) 和 式 (4-22), 可 以 把 s 平 面 与 z 平 面 关联 起 来 .从 式 (4-21) 来 看 ,cc 
0 表示 s 平 面 的 右 半 平面 .在 式 (4-22) 中 ,o 守 0 表示 | zx| 福 1(T 总 是 大 于 零 ) ,因而 表示 
z 平 面 上 单位 圆 的 外 部 .这 样 ,s 平 面 的 右 半 平面 就 对 应 于 z 平 面 上 单位 圆 的 外 部 。 或 者 
说 ,s 平 面 的 右 半 平面 映射 到 了 z 平面 上 单位 圆 的 外 部 。 同 样 还 可 以 说 ,s 平面 的 左 半 平 
面 映射 到 了 z 平面 上 单位 圆 的 内 部 ,以 及 s 平 面 上 的 虚 轴 映射 到 了 z 平面 的 单位 圆 上 。 
图 4-4 画 出 了 这 个 映射 关系 。 通 过 把 z 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 联系 起 来 ,可 以 使 我 们 沿用 
连续 时 域 中 信号 处 理 的 基本 原理 ,也 有 助 于 对 DSP 基本 概念 的 理解 和 掌握 。 


4.4 z 变换 的 性 质 


这 一 节 中 ,我 们 将 叙述 z 变换 的 几 个 主要 性 质 , 对 于 这 些 性 质 ,我 们 都 可 以 在 拉 普 
拉 斯 变换 中 找到 对 应 的 性 质 , 而且 在 下 面 对 离 散 时 域 系 统 的 分 析 中 会 经 常 使 用 。 


图 4-4 s 平 面 与 z 平 面 之 间 的 映射 


4.4. 1 线性 性 质 


z 变 换 是 一 种 线性 操作 .z 变 换 的 线性 性 质 可 以 叙述 为 ;两 个 离散 时 域 序列 线性 和 
的 z 变 换 等 于 这 两 个 离散 时 域 序列 z 变换 的 线性 和 ,并 可 以 写 为 : 


> [LAz (nT) + Br (nT)]z” = AXi(z) + BX,(z) (4-23) 


其 中 ,A 与 B 是 两 个 任意 常数 ,Xi1(z) 和 Xi (z) 分 别 是 离散 序列 zi (nT) 和 znT) 的 = 
变换 . 式 (4-23) 的 证 明 是 很 容易 的 ,因为 在 把 式 (4-23) 左边 的 中 括号 展开 、 理 把 各 项 重 
新 组 合 之 后 ,就 可 以 写 为 ; 


式 (4-23) 的 左边 一 A (TD +B> 2 NT) 2™ (4-24) 
根据 z 变换 的 定义 , 式 (4-24) 右边 的 两 个 连 加 运算 就 是 Xi(z) 和 Xs(z) ,也 就 是 ， 
式 (4-24) 的 右边 等 于 式 (4-23) 的 右边 .所 以 , 式 (4-23) 是 正确 的 。 


4.4.2 ” 初 值 定理 


z 变 换 的 初 值 定理 与 终 值 定理 可 以 用 来 从 X(z) 快捷 地 看 出 离散 序列 x(nT) 的 时 
域 特性 ,而 不 必 通 过 复杂 的 z 反 变换 ,如 果 已 经 计算 出 了 X(z) 的 反 变换 ,那么 , 初 值 定 
理 与 终 值 定理 可 以 用 来 对 反 变换 做 快速 验证 。 
初 值 定理 是 这 样 说 的 :一 个 离散 序列 xz(nT) 的 初 值 x(0) 等 于 这 个 离散 序列 的 z 变 
换 在 z 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 ,并 可 以 简单 地 写 为 . 
Xx(0) = limX (z) (4-25) 


初 值 定理 也 是 很 容易 证 明 的 .因为 根据 z 变换 的 定义 式 (4-12) ,X(z) 可 以 表示 为 : 
Xz) = 2) rnT)z" = zx(0) + Y) rT)e™ 


对 上 式 两 边 取 z ~ co 的 极限 时 , 上 式 右 边 的 连 加 部 分 趋 于 零 , 因而 就 得 到 
式 (4-25) 。 


4.4.3 终 值 定 理 


终 值 定理 的 意思 是 ,一 个 离散 序列 z(aT) 在 经 过 无 限 长 时 间 之 后 的 样 点 值 ,等 于 
它 的 z 变 换 X(z) 乘 以 (1 一 一 ) 之 后 再 令 z 趋 于 1 时 的 极限 ,并 可 以 写 为 : 
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Z(co) 一 limt1 —z 1)X(z) (4-26) 
终 值 定理 的 证 明 比 较 繁 复 ,我 们 只 给 出 终 值 定 理 的 一 个 结论 : 当 X(z) 的 所 有 极点 
都 在 单位 圆 内 时 ,zx(xnT) 的 终 值 等 于 零 ; 当 X(z) 有 一 个 极点 在 z= 二 1 处 .而 其 他 极点 都 
在 单位 圆 内 时 ,xCnT) 的 终 值 为 一 个 稳定 的 非 零 值 ;在 其 他 所 有 情况 下 ,xCnT) 没有 稳 
定 的 终 值 。 
比如 ,对 于 例 4-2 中 的 单位 阶 跃 序列 使 用 式 (4-26) 之 后 ,可 以 得 到 ， 


这 二 =1 (4-27) 


所 以 ,单位 阶 路 序列 的 终 值 等 于 1; 这 与 例 4-2 中 的 情况 相符 。 
再 比如 ,对 于 例 4-3 中 的 单位 指数 序列 ,由 于 它 的 唯一 的 一 个 极点 在 单位 圆 内 ,所 
以 单位 指数 序列 的 终 值 等 于 零 . 这 个 结果 与 图 4-2c 中 的 情况 也 是 一 致 的 。 


4. 4.4 卷 积 定理 


关于 离散 序列 的 卷 积 计算 ,我 们 将 在 5. 2 节 中 做 比较 详细 的 叙述 .在 这 里 ,我 们 只 
是 使 用 离散 序列 卷 积 的 计算 方法 。 而 且 , 这 个 计算 方法 与 连续 时 域 中 的 卷 积 计算 方法 
在 原理 上 是 一 样 的 。 

离散 时 域 卷 积 定理 是 这 样 说 的 :如 果 离 散 序列 zw(zT) 是 两 个 离散 序列 x(nT) 和 
yCT) 之 间 的 卷 积 : 


Z(co) = lim(1 一 z 1) 


wnT) = 2) xzT)ynT—RT), n= —2,—1,0,1,2,. (4-28) 

一 一 cc 
那么 ,w(nT) 的 z 变 换 玖 (=) 就 等 于 znT) 和 y(nT) 的 z 变 换 XCz) 和 Y(z) 的 乘积 ， 
W(xz) = X(z)Y(z) (4-29) 


其 中 ,W(xz) 的 收敛 域 是 XCz) 和 YY(z) 收敛 域 的 交集 。 

式 (4-28) 是 离散 时 域 卷 积 的 一 般 表 达 式 ,其 中 的 2 和 & 都 是 从 一 co 变 到 ce。 但 是 ， 
我 们 在 前 面 把 离散 序列 的 z 变 换 定义 为 单 边 的 ,所 以 ,在 这 里 也 假设 离散 序列 z(zT) 和 
?GT ) 都 是 从 2 一 0 开始 的 ; 当 *< 0 时 ,z(GT) 和 y(nT) 恒 为 零 ,因此 , 式 (4-28) 的 卷 
积 计算 公式 可 以 改写 为 : 


wnT) = >) zxCkT)ynT — kT), n= 0,1,2,. (4-30) 


我 们 先 用 图 4-5 来 说 明 式 (4-30) 中 的 卷 积 是 如 何 进行 的 .图 4-5 中 上 面 的 序列 为 
Z(CAT), 随 着 & 的 递增 ,序列 向 右 侧 行进 .下 面 的 序列 为 >(zT 一 杂 ) , 随 着 的 递增 ,序列 
也 向 右 行进 ,但 与 自己 的 横 坐 标 是 逆向 的 。 当 用 式 (4-30) 计算 w(zT) 的 某 一 个 值 的 时 
候 ,3y(T 一 杂 ) 中 的 2 可 视 为 常数 .比如 在 图 4-5 中 ,yxT 一 AT) 的 纵 坐 标 是 与 zx(ET) 
的 & 王 7 对 准 的 .所 以 = 7, 我 们 正在 计算 w(7T)。 

当 使 用 式 (4-30) 计算 ww(7T) 的 时 候 , 从 0 变 到 7[ 当 >>7 后 ,由 于 y(nT 一 杂 ) 
一 0 而 不 需 计算 ],。 当 二 0 时 ,对 应 于 图 4-5 中 最 左边 的 那 条 虚线 ;上 面 的 序列 zx(&T) 
给 出 zx(0) ,下 面 的 序列 y(nT 一 订 ) 由 于 ”一 7 而 给 出 77) ,两 者 的 乘积 被 累加 到 累加 器 
三 中 。 然 后 , 随 着 & 从 1 递增 到 7, 总 共 还 有 7 个 乘积 项 被 累加 到 工 中 ,这 样 就 得 到 ”一 7 时 
的 卷 积 值 w(77) .图 4-5 中 的 双向 箭头 表示 , 当 我 们 把 y(2T 一 他) 左右 移动 时 ,就 可 以 
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计算 出 wnT) 的 任意 一 个 卷 积 值 。 


x(kT) 


| WnT-kT) 


0 


WO 
图 4-5 ”计算 两 个 离散 序列 之 间 的 卷 积 


在 大 概 知道 了 卷 积 的 计算 过 程 之 后 ,我 们 来 证 明 这 个 卷 积 定理 。 对 式 (4-30) 两 边 
取 z 变换 : 
W(xz) = y Sy xkRT)ynT — kT)™” (4-31) 
其 中 ,W(z) 为 wnT) 的 z 变换 。 
式 (4-31) 右边 的 两 个 连 加 号 可 以 交换 位 置 .由 于 x(&T) 与 2 无 关 , 就 可 以 提 到 两 个 
连 加 号 之 间 。 式 (4-31) 就 变 为 : 


W(z) = > z(1T) > ynT — kT)2™ (4-32) 


把 七 式 中 的 xz™ 分 解 为 两 个 因子 = 入 ， 由 于 因子 六 与 无关 ,所 以 也 可 以 
移 到 两 个 连 加 号 之 间 。 这 样 , 式 (4-32) 变 为 : 


W(z) = > zc ynT — kT)z er (4-33) 


对 于 上 式 中 的 第 二 个 连 加 运算 ， 我 们 使 用 变量 代 换 m 二 一 ,也 就 是 n= 二 m 十 &。 因 
此 , 式 (4-33) 变 为 ， 


oo 


W(z) = >) xzET)2* >) ymT)e™ (4-34) 


大 一 0 


在 上 式 的 第 二 个 连 加 运算 中 ,离散 序列 ymT) 是 从 六 一 0 开始 才 不 等 于 零 的 ,而 
从 第 一 个 连 加 运算 可 知 ,k 是 非 负 的 ,所 以 ,第 二 个 连 加 运算 的 下 限 可 以 修改 为 mm 二 0， 
这 样 , 式 (4-34) 可 以 改写 为 ; 


W(z) = > zhT) + ymT)z™ (4-35) 
现在 ,第 二 个 连 加 运算 已 经 与 第 一 个 连 加 运算 中 的 变量 没有 任何 关系 了 ,因此 ， 
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这 两 个 连 加 运算 可 以 看 成 是 相互 独立 的 两 个 因 式 .而 且 , 上 式 中 的 两 个 连 加 运算 正好 
是 两 个 离散 序列 zx(xnT) 和 y(nT) 的 z 变 换 X(Cz) 和 Y(z)。 这 就 证 明了 离散 时 域 中 的 卷 
积 定理 .对 于 双边 的 z 变换 ,证 明 的 过 程 是 一 样 的 。 

除了 上 面 这 些 性 质 之 外 ,z 变换 还 有 其 他 一 些 性 质 ,比如 “延迟 操作 ”由 于 延迟 操 
作 的 重要 性 ,我 们 用 单独 的 一 节 来 叙述 。 


4.5 ”延迟 操作 


延迟 操作 的 性 质 可 以 叙述 为 :把 一 个 离散 序列 延迟 ”个 采样 周期 ,等 价 于 对 这 个 离 
散 序列 的 z 变 换 乘 以 盖 .为 了 便于 说 明 ,我 们 使 用 一 个 具体 的 延迟 操作 :延迟 3 个 采样 

我 们 要 证 明 的 延迟 操作 的 性 质 , 现 在 可 以 叙述 为 :把 一 个 离散 序列 znT) 延迟 3 个 
采样 周期 ,就 等 于 使 这 个 离散 序列 zx(nT) 的 z 变 换 XCz) 乘 以 z ,这 个 xz，( 或 者 z") 叫 
做 延迟 算 符 ,而 最 简单 的 延迟 算 符 是 只 引起 一 个 采样 周期 延迟 的 “单位 延迟 ”“: , 它 在 
离散 时 域 系 统 中 是 经 常 出 现 的 。 

我 们 先 把 离散 序列 z(xnT) 和 延迟 了 3 个 采样 周期 之 后 的 离散 序列 zu (nT) 画 在 图 
4-6 中 ;其 中 ,zm (nT) 的 下 标 D3 表 示 延 迟 了 3 个 采样 周期 .由 于 原来 的 离散 序列 x(nT) 
在 二 0 时 恒 为 零 , 所 以 ,新 的 离散 序列 zm (nT) 的 最 前 面 3 个 样 点 也 都 是 零 。 

jo x(T) 
x(27) x(47) 
x(37) 


0 ~] 2 3 
人、 XY 
AN x(0) 


x2T) a 47) 
| x(3 "| 
， ， | | ， 


0 1 2 3 4 5 6 7 


图 4-6 延迟 操作 前 后 的 样 点 序列 
要 证 明 延 迟 效 应 是 很 简单 的 .首先 写 出 原来 离散 序列 x(nT) 的 zz 变换: 
X(z) = y， zx nT)e™ (4-36) 


我 们 也 可 以 写 出 新 的 离散 序 字 列 xrs CnT) 的 z 变换 : 


Xn (z) 一 S) Zr AT) (4-37) 
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由 于 zm (zxT) 的 前 3 个 样 点 都 等 于 零 ,所 以 式 (4-37) 中 的 连 加 运算 可 以 从 第 四 个 
样 点 zm (3T) 开始 ,因此 ,上 式 变 为 


Xr Cz) = >) zm (nT) (4-38) 


因为 za (nT) 是 由 x(nT) 延迟 3 个 样 点 之 后 得 到 的 ,所 以 ;可 以 根据 图 4-6 确定 出 
zm (nT) 和 zx(nT) 之 间 存 在 下 面 的 关系 : 
xm (3T) = x(0) 
Zzm (47) = x(T) (4-39) 
zm (5T1) = zx(2T) 
这 个 关系 可 以 用 通 式 写 为 : 
zxm nT) = rnT—3T), n 守 3 (4-40) 
把 式 (4-40) 代入 式 (4-38) 之 后 ,可 以 得 到 : 
Xm (z) = S ZK —3Dz™ 


n=3 


使 用 变量 代 换 , 令 mm 一 n 一 3, 因 此 n== m 十 3。 这 样 ,上 式 可 以 改写 为 ; 
Xr (z) 一 3 XmT)z "3 一 my (7 了) 2 


显然 ,上 式 右边 的 连 加 运算 就 是 zCzT) 的 z 变 换 。 
我 们 最 后 得 到 : 
Xre(z) = xz XC(z) (4-41) 
在 把 延迟 3 个 样 点 时 间 推 广 到 延迟 任意 多 个 样 点 时 间 之 后 , 式 (4-41) 变 为 ; 
Xp(z) = z "Xz) (4-42) 
式 (4-42) 就 是 关于 延迟 操作 性 质 的 z 变 换 表 达 式 。 它 的 意思 是 ,一 个 离散 序列 被 延 
迟 了 xn 个 样 点 周期 之 后 , 它 的 z 变 换 等 于 原来 离散 序列 的 z 变换 乘 以 z"。 下 面 的 例 4-4 
将 具体 说 明 离散 序列 之 间 的 延迟 关系 以 及 完整 的 信号 处 理 过 程 。 


例 44 图 4-7 是 一 个 非常 简单 的 数字 滤波 器 的 实现 框图 (第 7 章 将 对 实现 框图 做 比较 详细 
的 讨论 )。zx(nT) 为 系统 的 输入 序列 ,要 求 计算 出 滤波 器 的 输出 序列 y(nT)。 


图 4-7 一 个 简单 滤波 器 的 框图 
我 们 先 来 分 析 图 4-7 中 各 离散 序列 之 间 的 时 间 关 系 。 图 4-7 中 共有 4 个 离散 序列 ;x(nT)、 


4.5 ”延迟 操作 51 


Z(nT 一 了 Dw(nT) 和 3302T)。z(T) 是 输入 序列 ,序列 (nT 一 了 是 从 zz(nT) 延迟 1 个 采样 周期 
后 得 到 的 ,可 以 认为 与 x(nT) 是 同一 个 离散 序列 ,wlnT) 是 将 zx(nT 一 了 T 了 ) 经 过 比例 缩放 后 得 到 的 
一 个 序列 ,所 以 , 它 与 x(xT) 和 x(nT 一 是 不 同 的 离散 序列 。 图 4-7 中 的 最 后 一 个 序列 是 
yAT) , 它 由 zaT) 和 wnT) 相 加 而 成 ,所 以 ynT) 也 是 不 同 的 序列 。 总 起 来 说 ,这 个 滤波 器 中 有 
3 个 不 同 的 离散 序列 ;x(nT) 与 znT 一 TT) wnT)、y(nT)。 

与 所 有 的 DSP 系统 一 样 ,滤波 器 的 操作 是 按 采 样 周 期 的 顺序 进行 的 。 当 得 到 一 个 输入 样 点 
时 ,滤波 器 即 启动 一 个 采样 周期 的 操作 。 当 一 个 采样 周期 内 的 操作 完成 之 后 ,滤波 器 就 进入 闲置 
状态 ,等 待 下 一 个 样 点 的 到 来 ,我 们 从 滤波 器 的 第 一 个 采样 周期 开始 。 

当 = 一 0 时 ,滤波 器 进入 第 一 个 采样 周期 。 这 时 ,z(2T) 二 zx(0) ,在 图 4-8 中 等 于 1。 但 这 时 的 
单位 延迟 = ” 中 的 记忆 是 空白 的 ,通常 的 做 法 是 ,在 系统 启动 时 ,把 所 有 单位 延迟 二 : 的 记忆 都 初始 
化 为 零 . 所 以 ,这 时 由 单位 延迟 =: 提供 给 x(nT 一 也 的 样 点 值 是 零 , 即 n = 二 0 时 ,znT 一 了 TD 等 于 零 。 
因此 ,wx《0) 也 等 于 零 . 最 后 的 输出 X0) 二 xC0) 十 w《0) 二 1, 在 结束 这 个 样 点 周期 的 操作 之 前 ,单位 
延迟 zx” 要 把 z(0) 保存 在 它 的 记忆 里 ,以 便 在 下 一 个 采样 周期 开始 时 把 xz(0) 交 给 zxT 一 了。 
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图 4-8 一 个 简单 滤波 器 中 的 各 个 数字 信号 的 样 点 序列 

当 ? 一 工时 ,滤波 器 进入 第 二 个 采样 周期 .这 时 ,z(aT) = z(T) ,在 图 4-8 中 等 于 0.5.。 单 位 延 
述 xz! 把 前 一 采样 周期 中 记忆 的 z(0) 交 给 znT 一 了。 所 以 ,这 时 的 znT 一 了 == zx(0) 一 1， 
wlnT) 应 该 等 于 此 时 的 z(zaT 一 也 的 一 半 , 妈 wnT) = 0.5z(0) = 0.5。 最 后 ,y(nT) 二 zx( 克 十 
wT) 二 0.5 十 0.5 二 1, 当 第 二 个 输出 样 点 计算 完毕 时 ,xz(7) 被 单位 延迟 二 : 记忆 起 来 。 接 下 来 的 
(nT) 的 值 如 图 4-8 中 那样 ,分 别 为 <(2T) = 一 0.5、z(3T) = 一 0.8、x(4T) 一 0.2。 通 过 计算 , 滤 
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波 器 的 输出 依次 为 y(2T) = 一 0.25、y(3T) = 一 1.05,y(4T) = 一 0.2。 


我 们 把 这 个 滤波 器 的 前 5 个 样 点 周期 内 的 操作 结果 表示 在 图 4-8 和 表 4-2 中 .从 这 两 个 图 表 
中 可 以 了 解 到 离散 时 域 系统 的 一 般 操作 过 程 .在 第 5 章 中 ,会 经 常 遇 到 离 获 序列 的 分 析 与 计算 ,也 
许 要 复杂 一 些 , 但 基本 的 过 程 是 一 样 的 。 
表 4-2 滤波 器 中 的 各 个 离散 序列 


4.6 z 反 变换 


我 们 一 般 是 从 离散 序列 计算 出 z 变换 ,但 有 时 也 需要 从 z 变换 还 原 出 它 的 离散 序 
列 。 从 离散 序列 的 z 变 换 计算 出 原来 的 离散 序列 的 过 程 ,叫做 z 反 变换 ,我 们 先 说 明 z 反 
变换 的 计算 公式 是 如 何 导 出 的 。 

z 反 变换 的 原理 是 复 变 函数 理论 中 的 柯 西 积分 定理 。 对 于 z 反 变换 , 柯 西 积分 定理 
可 以 写 为 : 

1， 让 二 0 
;de | p20 (4-43) 

其 中 ,也 为 一 条 在 被 积 函 数 z: 收敛 域内 沿 着 首 时 针 方向 且 包 含 原点 在 内 的 闭合 路 径 。 
式 (4-43) 的 意思 是 , 当 k 二 0 时 ,被 积 函数 等 于 zx! ,因而 积分 等 于 2xj; 当 k 关 0 时 ,由 于 
被 积 函 数 不 等 于 z 1, 积分 一 概 为 零 。 

所 以 ,要 想 从 X(z) 找 出 z(z) ,就 只 要 对 X(z) 乘 以 1/2xj ,然后 沿 着 收敛 域内 的 
一 条 恰当 的 闭合 曲线 做 积分 .这 可 以 写 为 ， 


2 中 和 (zyzcidz (4-44) 
已 了 JP 


把 式 (4-44) 中 的 X(z) 用 式 (4-12) 的 右边 代替 ,可 以 写成 连 加 运算 的 形式 .在 把 
凡 : 乘 进 连 加 运算 之 后 , 式 (4-44) 变 为 : 


1 1 — 1 ~ | 
二 中 xc 过 dz 元 DD roDz dz 


对 于 上 式 右 边 , 在 交换 了 积分 号 与 连 加 号 之 后 (这 种 交换 一 般 是 可 以 的 )， 被 积 函 

数 中 的 zn) 对 于 闭合 积分 是 一 个 常数 ,所 以 可 以 提 到 积分 号 之 前 ,根据 这 个 分 析 , 式 
(4-44) 可 以 继续 演算 为 ， 

2 X Ce dz 一 > z0D 中 gl dy (4-45) 
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在 式 (4-45) 右边 ,; 随 着 n 从 0 变 到 co, 要 对 无 数 次 的 积分 值 进行 累加 。 但 根据 式 
(4-43) 的 柯 西 积分 定理 ,只 有 当 n 二 时 ,积分 才 等 于 2xj,n 为 其 他 正 整 数 时 的 积分 一 
概 为 零 . 所 以 , 式 (4-45) 变 为 : 


元 由 X Ce) idz 一 (有 C4-46) 
2r7 Jr 
在 式 (4-46) 中 把 & 改 为 ”就 得 到 z 反 变换 的 计算 公式 : 
X(n) = 元 X(z)zn dz (4-47) 
2nj Jr 


式 (4-47) 中 的 积分 路 径 厂 是 不 难 找到 的 ,因为 X(z) 的 收敛 域 都 是 一 些 以 原点 为 
中 心 的 圆 环 或 圆 的 外 部 。 


例 4-5 在 例 4-3 中 ,我 们 计算 了 单位 指数 序列 的 z 变换 : 


X(z) = =， |z|>a (4-48) 
1l—az 
现在 要 求 找 出 它 的 z 反 变换 。 
在 利用 了 z 反 变换 计算 公式 (4-47) 之 后 , 式 (4-48) 中 X(z) 的 z 反 变换 可 以 计算 为 : 
1 lg, 之 ”1 1 Z” _ 
Xx(n) 一 DP Xa) dz 元 中 本 dz D7 Zi (4-49) 


式 (4-49) 中 ,被 积 函 数 只 在 z = a 处 有 一 个 极点 ,而 且 , 从 例 4-3 可 知 ,0 过 a 过 1, 因 此 ,X(z) 
的 收敛 域 为 | z | a。 所 以 , 式 (4-49) 中 的 积分 闭合 路 径 可 以 选择 为 单位 圆 。 
在 对 式 (4-49) 使 用 留 数 定理 之 后 ,就 可 得 到 ， 
X(N) 一 人 《4-50) 
这 个 结果 是 与 例 4-3 中 的 单位 指数 序列 相符 的 。 


虽然 式 (4-47) 的 z 反 变换 计算 公式 比较 简单 ,但 有 时 计算 会 非常 困难 .所 以 ,我 们 
来 看 两 个 简单 实用 的 方法 :长 除法 和 部 分 分 式 法 。 
4.6.1 长 除法 


长 除法 是 把 一 个 表示 为 分 式 的 z 变 换 变 成 一 个 多 项 式 ,因而 就 知道 了 相应 的 离散 
序列 。 我 们 用 一 个 例子 来 说 明 长 除法 的 计算 过 程 。 


例 4-6 有 一 个 z 变换 ; 
X(z) 一 


要 求 用 长 除法 计算 它 的 离散 序列 。 
这 个 z 变 换 有 如 下 的 长 除法 计算 过 程 : 


1 
IT oS “5. 
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1-0.52 1+0.25z7 


1+0.5z"1/ 1 
/1+0.52-! 


-0.5z! 
-0.52"!—0.25z2 
-0.25z7 
—0.25z2+0.125z”3 
~0.125z™3 


所 以 , 式 (4-51) 中 的 X(z) 也 可 以 写 为 ， 
X(z) 一 1 一 0.5x 十 0.252 2 十: (4-52) 
根据 z 变换 的 定义 ,我 们 得 到 X(z) 的 z 反 变换 ,z(0) = 1.z(1) = 一 0.5、x(2) 一 0.25、。 


4.6.2 部 分 分 式 法 
部 分 分 式 法 是 把 一 个 z 变 换 的 分 式 分 解 为 若干 个 分 式 之 和 ,而 分 解 之 后 的 每 一 个 


分 式 都 可 以 通过 z 变换 表 找 到 对 应 的 离散 序列 .我 们 用 下 面 的 两 个 例子 来 说 明 如 何 用 
部 分 分 式 法 完成 z 反 变换 。 


例 4-7 要 求 找 出 下 面 z 变换 的 z 反 变换 : 


XCz) 一 1 (4-53) 
我 们 把 上 式 写成 下 面 的 形式 ， 
XCa = 这 全 二 +B (4-54) 
把 上 式 右边 合并 为 一 个 分 式 , 然 后 将 其 分 子 与 式 (4-53) 的 分 子 进行 比较 ,并 得 到 ; 
A=2 
B=-1 
所 以 , 式 (4-54) 可 以 写 为 ， 
X(z) = Ti 一 ! (4-55) 
根据 表 4-1 中 的 第 一 行 和 第 三 行 ,得 到 式 (4-53) 的 z 反 变换 ， 
zn) 一 2X0.5 — BCn) (4-56) 


上 式 也 可 写 为 :x(0) = 1、x(1) 一 1.z(2) 一 0.5.z(3) 一 0.25、.z(4) = 0.125、…。 


例 4-8 ”要求 找 出 下 面 z 变换 的 z 反 变换 : 


3 
XW HI 0 (4-57) 
我 们 把 上 式 分 解 为 两 个 分 式 之 和 : 
X(z 一 -4 + 8B (4-58) 


l—z! 1—0.52z7 
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对 上 式 右边 通 分 ,并 将 其 分 子 与 式 (4-57) 的 分 子 比较 之 后 ,可 以 得 到 : 


4 一 6 (4-59) 
一 一 3 
把 式 (4-59) 代入 式 (4-58) 之 后 , 式 (4-58) 变 为 ， 
-6 _ 3 _ _ 
X(z) = 1 二 一 Ti (4-60) 
根据 表 4-1 中 第 二 行 和 第 三 行 ,可 以 得 到 这 两 个 分 式 对 应 的 离散 序列 ， 
6_ -6 
1 一 之 
(4-61) 
0 
因此 , 式 (4-57) 的 z 反 变换 是 ， 
zn)=6—3X C0.5)" (4-62) 


或 者 写成 :x(0) 一 3、.z(1) == 4.5、x(2) 一 5.25、.z(3) 一 5.625、…。 


小 结 


口 被 采样 了 的 模拟 信号 仍然 是 连续 时 域 信 号 .在 保留 了 : = nT 时 间 点 上 的 非 零 
值 . 并 略 去 所 有 其 他 时 间 上 的 零 值 之 后 ,就 从 连续 时 域 进 入 到 了 离散 时 域 . 这 就 
是 从 拉 普 拉 斯 变换 到 z 变换 的 过 程 。 

口 从 连续 时 域 进入 离散 时 域 的 过 程 中 ,已 采样 信号 xs(z) 起 到 了 关键 性 的 作用 , 因 

为 它 具 有 连续 时 域 和 离散 时 域 的 双重 特性 。 

口 讨论 了 s 平 面 与 z 平 面 之 间 的 映射 关系 。 

口令 述 了 z 变换 的 主要 性 质 和 3 个 最 基本 的 离散 时 间 序 列 。 

口 讨 论 了 离散 时 域 中 的 延迟 操作 = ”, 它 与 连续 时 域 中 的 es“ 具有 相同 的 延迟 


效应 。 
口 最 后 讨论 了 z 反 变换 的 计算 方法 ,其 中 的 长 除法 和 部 分 分 式 法 是 两 个 简单 实用 的 z 
反 变 换 方法 。 
习题 


4.1 写 出 下 列 有 限 长 离散 序列 的 z 变换 ， 

(1) zx(0) = 1.2.z(T) =—1,3.7(2T) = 0.5.7x(3T) = 2.6.x(4T) 一 0。 

(2) zx(0) = 1,7x(TD) = 2,5.x(2T) = 0,.8,7(3T) =—0.8.7x(4T) = 1.5.r(5T) = 2.2。 
4.2 找 出 下 面 有 限 长 离散 序列 的 z 变换 : 

zn) = a[u(n) — un— N)],N > 0, 

4.3 ” 试 确定 与 下 列 z 变换 对 应 的 离散 序列 的 各 样 点 值 : 

(1) 1 十 5z 一 1.8z3 一 3z 
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(2) (2 一 0. 52 ): 

(3) 2(1 一 (1 一 zx) 一 2.2z 一 3.6z 

4.4 计算 下 列 z 变 换 的 z 反 变换 ， 

(1) X(z) 一 3z /人 1 一 0.8z ) 

(2) X(Cz) = 2(1 二 0.12z7)/L(1 ~—0.5z7)(1++0.7z7)] 

4.5 ”假设 znT) 的 z 变 换 为 X(z)，, 试 证 明 wz(T) 的 z 变 换 是 X(z/a)。 
4.6 假设 znT) 的 z 变换 为 X(z), 试 证 明 nz (nT) 的 z 变换 是 一 zdX(z)/dz。 
4.7 ”利用 表 4-1 中 的 第 三 对 z 变换 ,推导 出 第 四 对 和 第 五 对 z 变换 。 

4.8 证明 下 列 z 变换 关系 。 

(1) x* (n) 的 z 变换 是 XX* (z" ) ,其 中 x 表示 共 轿 复数 。 

(2) zx( 一 n) 的 z 变换 是 久 (1/z) ,用 双边 z 变换 证 明 。 


第 5 章 
离散 时 域 系 统 


在 第 4 章 引 入 了 z 变换 之 后 ,就 可 以 对 离散 时 域 系统 进行 分 析 与 描述 。 我 们 将 使 

用 几 种 不 同 的 分 析 方 法 ,包括 单位 冲击 响应 \ 卷 积 、 系 统 传递 函数 ,频率 响应 、 差 分 方程 

等 。 虽然 每 一 种 方法 在 推导 和 使 用 时 都 有 自己 的 特点 ,但 它们 所 描述 的 都 是 系统 的 输 
人 与 输出 之 间 的 关系 ,这 可 以 简单 地 表示 为 图 5-1。 

由 于 一 个 离散 时 域 系 统 中 的 采样 周期 一 般 都 是 固定 不 变 的 ,为 了 简洁 起 见 ,我 们 

从 现在 起 将 尽 可 能 地 略 去 离散 序列 表达 式 中 


注入 及 列 | | 序列 。。 的 采样 周期 T, 比 如 ,把 z(n 了 ) 写 为 <(m) ,但 
0 系统 yo 含义 没有 改变 。 此 外 ,离散 时 域 系 统 可 以 简 
称 为 离散 系统 ,离散 时 域 序列 可 以 简称 为 离 

图 5-1 离散 时 域 系 统 及 其 输入 与 输出 。” 散 序 列 。 


5. 1 离散 时 域 系统 的 性 质 


我 们 在 数字 信号 处 理 中 所 讨论 的 离散 时 域 系 统 仅 限于 一 类 最 常见 的 离散 时 域 系 
统 , 即 “ 移 不 变 ” 的 “因果 性 ”的 和 “线性 ”的 离散 时 域 系统 。 下 面 解 释 这 3 个 性 质 。 


5. 1.1 移 不 变 系 统 


移 不 变 系 统 是 这 样 定 义 的 :如 果 一 个 离散 系统 的 输入 与 输出 之 间 的 关系 不 随时 间 
而 改变 ,那么 ,这 样 的 离散 系统 就 叫做 移 不 变 系统 。 换 名 话说 ,对 于 一 个 移 不 变 的 离散 
系统 ,如 果 它 的 一 个 输入 信号 在 时 间 上 超前 或 滞后 了 m 个 采样 周期 ,那么 , 它 的 输出 信 
号 也 一 定 超前 或 滞后 同样 的 mm 个 采样 周期 。 
我 们 可 以 用 等 式 来 描述 移 不 变 系 统 。 假 设 一 个 离散 系统 的 输入 与 输出 之 间 的 关 
系 为 : 
(CD 一 证 Lz(CzD J (5-1) 
如 果 对 于 任意 的 整数 mm 一 定 有 : 
yz 一 1 ) 一 评 LZzCa 一 ro ) (5-2) 
那么 ,这 个 离散 时 域 系 统 就 叫做 移 不 变 系统 。 
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上 式 中 ,于 4] 是 一 个 表示 离散 系统 功能 的 操作 符 , 它 把 离散 系统 的 输入 序列 z(7) 
变换 成 离散 系统 的 输出 序列 y(n)。 

我 们 一 般 见 到 的 离散 系统 都 是 移 不 变 的 。 但 如 果 一 个 离散 系统 的 参数 (如 滤波 系 
数 ) 随 时 间 而 变化 ,那么 这 样 的 离散 系统 就 不 是 移 不 变 系 统 。 


5. 1.2 因果 性 系统 


因果 性 系统 的 意思 是 ,系统 在 某 时 刻 的 输出 只 取决 于 当前 和 过 去 的 输入 样 点 ,而 
与 将 来 的 输入 样 点 无 关 。 我 们 也 可 以 用 等 式 来 描述 这 个 “因果 性 ”。 

假设 一 个 离散 系统 有 两 个 输入 序列 x (n) 和 zs (n) ,而 且 , 由 这 两 个 输入 序列 分 别 
产生 的 输出 序列 为 y(n) 和 y(n) 。 如 果 这 两 个 输入 序列 在 时 间 mw 工 之 前 完全 相等 ; 


Xl (1) =x (Nn), no (5-3) 
就 一 定 有 两 个 输出 序列 在 时 间 xm 人 之 前 完全 相等 ; 
MMFY nN) nm C5-4) 


那么 ,这 个 离散 系统 是 因果 性 的 。 

式 (5-3) 和 式 (5-4) 也 可 以 解释 为 ;两 个 输出 序列 y, GD 和 2 (mw) 在 mm 丁 时 间 点 之 前 
完全 相同 ,不 受 两 个 输入 序列 zi (n) 和 xz; (nn) 在 时 间 点 mm 人 之 后 的 祥 点 的 影响 、 退 一 步 
说 ,即使 两 个 输入 序列 ma 和 z( 四 在 mm 工 之 后 差别 很 大 ,也 不 会 使 两 个 输出 序列 
yi Cn) 和 (9) 在 no 下 之 前 有 任何 不 同 o 

因果 性 说 的 是 事情 的 前 因 后 果 。 当 某 个 样 点 还 没有 到 达 系 统 时, 它 是 不 可 能 影响 
系统 的 。 实 际 的 DSP 系统 或 数字 滤波 器 都 是 因果 性 的 。 但 有 时 为 了 分 析 的 目的 ,我 们 
也 会 使 用 非 因果 性 系统 ， 


5. 1.3 线性 系统 


离散 系统 的 线性 性 质 的 定义 非常 简单 :系统 满足 到 加 原理 。 具 体 地 说 ,如 果 两 个 
输入 序列 zn) 和 zs(n) 分 别 产 生 两 个 输出 序列 y(n) 和 y(n) ,那么 ,由 这 两 个 输入 序 
列 的 线性 组 合 a1xiCn) 十 azzs(n) 所 产生 的 输出 序列 y(n) 也 一 定 等 于 两 个 输出 序列 
为 (7D 和 入 (2 的 线性 组 合 ay C7) 十 az y(n) ,其 中 ,a 和 a 为 两 个 任意 常数 。 

我 们 也 可 以 用 等 式 来 描述 。 对 于 一 个 离散 线性 系统 ,如 果 

Yn)=PLzri(n)j (5.5) 
yz Cn) = zx (nn) 1 
就 一 定 有 
aa Wa ya n= y(n) = La zn) a, zr; (n)] (5-6) 

为 了 进一步 理解 线性 仪 加 的 性 质 ,我 们 来 对 线性 与 非 线 性 做 一 个 比较 ,而 所 用 的 
例子 是 一 个 非常 简单 的 电学 问题 ,这 就 是 图 5-2 中 电阻 与 二 极 管 之 间 的 特性 对 比 。 

电阻 是 线性 的 。 它 的 伏 安 特 性 如 图 5-2 中 的 直线 所 示 。 只 要 电阻 两 端 增加 1V 电 
压 ( 如 图 5-2 中 从 0V 增 加 到 1 V, 或 者 从 1V 增 加 到 2 V) , 流 过 1 Ko 电阻 的 电流 就 必 
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定 增加 1 mA, 与 当时 电阻 中 已 经 流 过 的 电流 大 
小 无 关 。 二 极 管 的 情况 就 不 一 样 。 当 电压 从 


i(mA) 


2 0 1kQ 电 阻 _ 
0 V 增 加 到 1V 时 ,图 中 的 二 极 管 电流 增加 了 / 
0. 1 mA; 而 当 电压 从 1V 增加 到 2V 时 ,电流 则 0 于 二 极 管 
增加 了 1. 1 mA。 所 以 ,二 极 管 是 非 线性 的 , 它 
的 伏 安 特性 是 弯曲 的 。 究 其 原因 ,二 极 管 的 导 他 一 er 2 vY(CV) 


电 特 性 受到 二 极 管 工作 状态 的 影响 。 由 此 ,我 
们 可 以 进一步 说 ,所 谓 线性 系统 是 指 那些 输入 图 5-2 线性 与 非 线性 的 区 别 
与 输出 之 间 的 关系 不 受 系统 状态 影响 的 系统 。 


5.2 卷 积 


卷 积 是 一 个 重要 的 时 域 分 析 方 法 , 它 所 完成 的 功能 是 从 系统 的 输入 序列 计算 出 系 
统 的 输出 序列 。 我 们 将 会 看 到 , 卷 积 计算 利 用 了 上 面 叙 述 的 离散 系统 的 移 不 变 、. 因 果 
性 和 线性 全 加 的 性 质 。 但 从 男 一 方面 看 , 卷 积 计算 是 依靠 离散 系统 的 单位 冲击 响应 完 
成 的 。 


5.2.1 单位 冲击 响应 


单位 冲击 响应 是 指 一 个 离散 系统 以 单位 脉冲 序列 6(n) 为 输入 时 所 得 到 的 输出 序 
列 h(n)。 单 位 脉冲 序列 8Cn) 曾 经 在 第 4 章 的 例 4-1 中 叙述 过 , 它 被 定义 为 ; 
1,， n=0 
HC(n) 一 0, n>0 (5-7) 
如 果 把 单位 脉冲 序列 8C(n) 用 作 图 5-1 中 的 输入 信号 zCn) ,那么 ,图 5-1 中 的 输出 
信号 y(n) 就 叫做 离散 系统 的 单位 冲击 响应 h(n)。 我 们 把 单位 脉冲 序列 8(z) 与 单位 冲 
击 响应 h(n) 的 关系 另外 画 在 图 5-3 中 。 图 5-3 中 的 输出 序列 h(n) 只 是 一 个 具体 的 例 
子 ,冲击 响应 h(n) 的 所 有 n<0 的 样 点 都 等 于 零 ,表示 了 离散 系统 是 因果 性 的 。 


6(n) h(n) 


"| | 
口 
0 ” a ” 


1 2 345 


单位 脉冲 序列 离散 时 域 单位 冲击 响应 
6(n) 系统 h(n) 


图 5-3 由 单位 脉冲 序列 产生 单位 冲击 响应 
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5.2.2 把 输入 序列 分 解 为 5 序列 


作为 卷 积分 析 的 第 一 步 , 我 们 把 输入 序列 分 解 为 许多 个 8 序列 的 礁 加 ,如 图 5-4 所 
示 。 图 中 上 面 的 x(n) 为 离散 系统 的 输入 序列 。 我 们 把 它 的 前 4 个 样 点 分 解 为 4 个 6 
序列 ,并 通 在 图 中 z( 思 的 下 面 。 
分 解 出 来 的 第 一 个 序列 为 图 中 的 x(0)6Cn)。xC0)8() 的 意思 是 ; 它 是 一 个 5 序列 ， 
10 而 z(0) 是 一 个 常量 ,可 以 看 作 8m) 的 比例 因 子 。 因 
xD ] | ,， 此 ,这 个 序列 只 有 当 n==0 时 的 样 点 等 于 x(0), 其 他 
0 l 


$n 所 有 样 点 都 为 零 。 图 中 下 面 的 3 个 序列 也 有 相同 的 
含义 。 比 如 ,对 于 图 中 的 第 四 个 8 序列 xz(3)6(n 一 3)， 
zx(3) 也 只 是 一 个 比例 因子 ,而 且 , 这 个 3 序列 只 有 当 

汝 请 霹 训 nn 二 3 时 的 样 点 等 于 zx(3), 其 他 样 点 都 为 零 。 总 起 来 

说 ,图 5-4 中 从 zx(0)8(n) 到 zx(3)6(n 一 3) 的 这 4 个 单 

位 脉冲 序列 在 n 一 0、1.2.3 的 4 个 采样 时 刻 分 别 等 于 


x(0) 600 1.0 包 


0 


x(1)60-1) 10 了 


一 | 一 一 -和 @ 一 
+ 
如 


0 11234536” z0).zG)sz2).z(3)。 这 与 图 5-4 中 屏 四 的 样 点 
x(W En-2) 10T ， 值 是 一 样 的 。 

0 1 2 3 45$67 为 了 图 形 的 清晰 ,我 们 只 画 出 图 5-4 中 每 个 6 
x(3)6n-3) 101| 序列 中 那个 不 为 零 的 样 点 ,而 略 去 了 所 有 其 他 的 零 


0 1 样 点 。 图 中 输入 信号 zCn) 的 后 面 3 个 样 点 x(4)、 
Zz(5) 和 zxC6) 也 同样 可 以 分 解 为 3 个 8 序列 。 总 之 ， 


国 5 4 把 输 人 信号 分 解 为 许多 输入 信号 的 每 一 个 样 点 都 可 以 分 解 为 一 个 独立 的 8 
单位 脉冲 序列 序列 ， 


5.2.3 把 每 个 $ 序列 转换 成 输出 序列 


现在 把 这 些 分 解 出 来 的 8 序列 逐个 地 输入 到 图 5-3 那样 的 离散 系统 中 ,因而 可 以 
得 到 相同 个 数 的 输出 序列 ,如 图 5-5 所 示 。 图 中 最 上 面 的 样 点 序列 为 离散 系统 的 单位 
冲击 响应 h(n)。 在 这 个 具体 的 h(n) 中 ,只 有 前 3 个 样 点 C0)、.h(1) 和 hh(2) 不 为 零 。 同 
样 为 了 使 图 形 清晰 ,我 们 略 去 了 图 5-5 中 每 个 输出 序列 中 的 所 有 零 样 点 。 
先 计算 由 第 一 个 输入 序列 z(0)8Cm) 产 生 的 输出 序列 。 根 据 图 5-3 中 8() 与 h(n) 
之 间 的 关系 ,并 使 用 图 5-5 中 具体 的 单位 冲击 响应 h(n) ,可 以 计算 出 相应 的 输出 序列 ， 
YE=rONMRn), n=0,1,2,... (5-8) 
这 就 是 图 5-5 中 的 第 一 个 输出 序列 y(n)。 显 然 , 式 (5-8) 中 利用 了 线性 系统 的 爱 
加 原理 :因为 由 6C%) 产 生 了 hn) ,所 以 ,由 zxC0)6(7) 就 一 定 产生 zxC0)h(n)。 此 外 ,因为 
规定 了 所 讨论 的 系统 是 因果 性 的 ,所 以 当 wn<<0 时 ,h(n) 恒 等 于 零 。 因 此 ,y(n) 从 n= 二 0 
开始 才 有 非 零 输 出 。 而 且 , 由 于 这 个 具体 的 h(n) 只 有 3 个 不 为 零 的 样 点 ,所 以 当 n>>2 
之 后 ,y(n) 的 输出 样 点 全 为 零 。 


同样 ,由 第 二 个 输入 序列 zx(1)6(n 一 1) 产 生 的 输出 


序列 为 ; “0 | 7 
2 
一 必 
CD= 们 " (5-9) 0 16b34567 


zDDhln—1) n=1,2,3," 
上 式 中 ,由 因果 性 可 知 ,只 有 从 n= 二 1 开始 ,hn 一 ]) 才 不 2) 109 
为 零 。 比 如 , 当 n==1 时 ,h(n 一 1) = 二 (0); 这 时 ,y(n) 得 oh 于 
到 了 由 输入 序列 z(1)6(n 一 1) 产 生 的 第 一 个 输出 样 点 ym) 10+ | 
ZX(1)h(0)。 当 n 王 2 的 时 候 ,yi (2 得 到 了 第 二 个 输出 样 


点 xz(1)h(1),.…。 这 就 组 成 了 图 5-5 中 的 输出 序 oT2 ois” 
列 y1(n)。 y(n 1 。 ， 
对 于 输入 序列 x(2)5(n 一 2) ,同样 可 以 写 为 : i 
/0 n=0,1 yn) 10+ 
Yn) 二 (5-10) 入 


X22hn—2) n=2,3,4,.* 0 j i ? ， 六 
只 有 当 nz>1 之 后 这 个 输出 序列 才 有 不 为 零 的 输 
出 。 这 是 图 5-5 中 的 输出 序列 y(n)。 图 5-5 由 每 个 单位 脉冲 序列 
对 于 从 zz) 分 解 出 来 的 第 & 个 G 序 列 z(R)6Cn 一 产生 的 输出 离散 序列 
&) , 它 产生 的 输出 序列 可 以 写 为 : 
0 n=0,1,2,.,k—1 
= (pop nn 二 ,此 十 1 ,十 2 $5711) 
其 中 ,只 有 当 n= 二 k 时 输入 序列 zx(&)6(n 一 有 才 产生 它 的 第 一 个 输出 样 点 x(8)hC0)。 在 
7 一 & 十 1 时 给 出 第 二 个 输出 样 点 zx(%)h(1)。 然 后 ,给 出 第 三 个 输出 样 点 zC8)h(2), 依 
次 类 推 。 


5.2.4 用 输出 序列 合成 卷 积 输出 
现在 把 由 每 一 个 8 序列 产生 的 各 个 输出 序列 县 加 起 来 ,就 得 到 总 的 系统 输出 序列 ， 
y(n)= > yi (1) = > XR)hCn—k) (5-12) 


式 (5- 12) 就 是 用 来 计算 离散 系统 输出 序列 的 卷 积 公式 ， 由 于 此 时 我 们 正在 计算 
输出 序列 中 的 第 个 样 点 ,所 以 ,n 可 以 暂时 看 作 固 定 的 。 每 当 n 固定 之 后 ,就 使 & 从 0 
变 到 nn。 这 与 前 面 从 式 (5-8) 到 式 (5-11) 的 那 4 个 计算 式 的 情况 正好 相反 ;在 那里 ,k 是 
固定 的 ,n 是 递增 的 。 

我 们 对 卷 积 公式 (5-12) 做 一 个 解释 :在 输入 序列 x(n) 的 激励 下 ,离散 系统 的 输出 序 
列 中 的 第 2 个 样 点 y(n) ,是 由 从 z(0) 到 z(oD 的 za 十 1 个 输入 样 点 分 别 产 生 的 (2 十 1) 个 输 
出 样 点 全 加 而 成 的 。 其 中 ,第 一 个 到 达 系 统 的 输入 样 点 为 z(0), 它 对 此 时 的 系统 输出 样 
点 yo 的 贡献 是 x(0)h(wm) ;第 二 个 到 达 系 统 的 输入 样 点 的 贡献 是 x(1)h(n 一 1), 等 等 。 
最 后 到 达 系 统 的 输入 样 点 是 xz(n), 它 对 系统 此 时 输出 的 贡献 是 xCGDhC0)。 式 (5-12) 中 
连 加 号 的 下 限 设 为 零 ,是 因为 输入 信号 是 从 n 二 0 开始 加 到 系统 输入 端的 。 连 加 号 的 上 
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限 设 为 >, 是 因为 当 A>z2 时 ,2 一 A<0; 对 于 一 个 因果 性 系统 ,… , 产 一 3) .下 一 2) .A( 一 1) 
一 定 都 等 于 零 。 

式 (5-12) 中 的 卷 积 计算 是 按照 上 从 0 变 到 ”因而 是 按照 输入 样 点 从 z(0) 变 到 
(mn) 的 顺序 进行 的 。 我 们 也 可 以 有 另 一 种 卷 积 计算 顺序 , 即 让 从 x 逆向 变 到 0, 因 
而 ,输入 序列 从 zx() 逆 向 变 到 xz(0), 但 系统 冲击 响应 则 从 有 (0) 硕 向 变 到 h(n)。 按 照 这 
种 计算 顺序 的 卷 积 公式 可 以 写 为 : 


y= >， rn—AhE) (5-13) 


式 (5-13) 可 以 解释 为 :系统 的 输出 序列 在 采样 时 刻 工时 的 样 点 值 y(n) ,是 由 各 个 
输入 样 点 在 x 工时 刻 的 冲击 响应 样 点 琶 加 而 成 的 ,其 中 ,h(0) 的 贡献 依靠 了 最 后 到 达 系 
统 的 输入 样 点 x(m) ,所 以 h(0) 的 贡献 是 x(n)h(0)。 相 应 地 ,及 (1) 的 贡献 是 z(n 一 0 
(1) ,依次 类 推 ,直到 xC0)hCn)。 式 (5-12) 和 式 (5-13) 都 是 计算 离散 系统 输出 序列 的 卷 
积 公式 ,两 者 的 结果 是 完全 一 样 的， 


5.2.5 本 意 的 卷 积 算法 


读者 也 许 发 现 ,上 面 讨 论 的 卷 积 计算 方法 有 些 过 于 繁复 。 因 为 当 计算 系统 的 其 一 
个 输出 样 点 y(n) 时 ,必须 画 出 所 有 输入 样 点 的 输出 响应 [ 即 图 5-5 中 许多 的 y(n)], 然 
后 才 可 以 通过 蕉 加 而 计算 出 系统 输出 的 一 个 样 点 。 

按照 卷 积 的 本 意 ,我 们 应 该 把 单位 冲击 响应 (8) 的 时 间 轴 倒转 过 来 ,这 时 的 (Ch 
就 变 为 六 一 已 ;再 水 平移 动 h( 一 k) ,使 它 的 纵 坐 标 与 zx( 久 中 的 某 个 不 值 对 齐 ,而 这 个 天 
等 于 y() 中 的 n。 所 以 ,这 时 的 所 一 如 就 变 为 h(n 一 有 )。 然 后 就 可 以 计算 出 h(n 一 请 与 
ZCn) 重 全 部 分 的 乘 累 加 和 。 这 就 是 图 5-6 左边 的 情况 。 图 5-6 中 的 等 于 3, 所 以 我 
们 正在 计算 y(3)。 这 时 ,h(n 一 如 变 为 h(3 一 &)。 根 据 式 (5-12), 有 下 面 的 计算 顺序 : 先 
使 k=0, 计 算出 z(0)h(3); 再 使 =1, 计 算出 xz(1)h(2); 再 使 8 二 2, 计 算出 zx(2)h(1); 
最 后 使 < 一 3, 计 算出 xzC3)h(0)。 把 这 4 个 乘积 加 起 来 就 得 到 y(3)。 这 4 次 乘法 和 累 
加 操作 分 别 对 应 于 图 中 从 左 向 右 的 4 条 虚线 和 4 个 箭头 。 

如 果 再 想 计 算 y(5) ,就 只 要 把 图 5-6 中 的 h(n 一 录 右 移 两 个 样 点 时 间 , 然 后 用 同样 
的 乘 昧 加 方法 计算 出 y(5) ,这 时 的 累加 项 数 增加 到 了 6 项。 图 5-6 中 的 双向 箭头 表示 
只 要 把 h(n 一 &) 左 右 移动 ,就 可 以 计算 出 所 需 的 y(n)。 

在 图 5-6 的 具体 情况 下 ,x(&) 只 有 最 前 面 的 3 个 样 点 等 于 1, 其 他 样 点 都 是 零 ， 
hcn 一 下 也 同样 只 有 最 前 面 的 3 个 样 点 等 于 1。 由 这 两 个 序列 的 卷 积 产生 的 系统 输出 
示 于 图 5-6 的 右边 。 

图 5-6 中 的 结构 是 按照 式 (5-12) 画 出 的 ,我 们 也 可 以 由 式 (5-13? 画 出 类 似 的 卷 积 
结构 。 这 时 ,输入 序列 与 冲击 响应 要 互 换 位 置 , 即 输入 序列 变 为 rz(z 一 局 ,而 冲击 响应 
变 为 h(k)。 但 计算 结果 是 完全 一 样 的 。 
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x(DSAn-h) hn- 内 


个 部 分 


图 5-6 本 意 的 卷 积 计算 方式 以 及 卷 积 计算 的 输出 样 点 


5.2.6 卷 积 小 结 


卷 积 是 一 种 计算 离散 系统 输出 序列 的 时 域 方 法 ,一般 用 符号 “69” 或 “x ”表示 。 在 
把 输入 序列 施加 于 离散 系统 之 后 ,输入 序列 中 的 每 一 个 样 点 都 会 通过 系统 的 冲击 响应 
而 产生 一 个 输出 序列 。 将 所 有 这 些 输出 序列 按时 间 对 齐 并 释 加 之 后 ,就 得 到 系统 的 输 
出 序列 。 在 这 个 要 加 过 程 中 ,输入 样 点 与 系统 冲击 响应 样 点 是 反 向 行进 的 (相对 于 自 
已 横 坐 标的 正方 向 ), 因 而 就 构成 了 卷 积 的 计算 形式 。 在 本 书 的 后 面 将 经 常用 到 
式 (5-12) 和 式 (5-13) 这 两 个 卷 积 计算 公式 。 


5.3 差分 方程 与 传递 项 数 


上 面 的 卷 积 计算 方法 是 依靠 系统 的 单位 冲击 响应 完成 的 。 如 果 是 FIR( 有 限 冲击 
响应 ?系统 ,单位 冲击 响应 一 般 比较 短 ,用 卷 积 来 计算 系统 输出 是 可 以 的 。 但 HR( 无 限 
冲击 响应 ) 系 统 有 无 限 长 的 单位 冲击 响应 , 卷 积 的 计算 方法 就 不 太 可 行 。 为 此 ,我 们 必 
须 使 用 一 种 能 够 包含 反馈 的 分 析 与 计算 方法 ,这 就 是 差分 方程 和 传递 函数 的 方法 。 


5. 3. 1] 差分 方程 


类 似 于 连续 时 域 中 的 情况 ,一 个 离散 系统 的 当前 输出 样 点 可 以 表示 为 当前 和 过 去 
的 输入 样 点 和 过 去 的 输出 样 点 之 线性 和 ,这 可 以 写 为 : 
y=B TO THO rn Oe) or nk)—a yn Oo—1) ~—a,y nO—m) 
(5-14) 
式 (5-14) 就 是 离散 系统 的 差分 方程 表达 式 。 其 中 ,y(n) 为 离散 系统 的 当前 输出 样 
点 ,z(n) 为 离散 系统 的 当前 输入 样 点 ,zxCn 一 1) 到 zx(n 一 8) 为 系统 过 去 的 输入 样 点 ， 
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y(n 一 1]) 到 y(n 一 mm) 为 系统 过 去 的 输出 样 点 。 式 (5-14) 右 边 的 y 项 的 存在 表示 系统 包 
含 了 反馈 的 功能 ,因而 适用 于 IIR 滤波 器 的 分 析 和 计算 。 


5. 3.2 从 差分 方程 导出 传递 函数 


我 们 可 以 将 式 (5-14) 看 成 是 在 计算 输出 序列 中 的 某 一 个 输出 样 点 y(n)。 所 以 , 式 
(5-14) 中 的 二 可 以 看 作 一 个 暂时 固定 的 常量 。 在 这 种 情况 下 ,等 式 两 边 的 每 一 项 都 被 
看 成 一 个 样 点 。 但 是 , 当 我 们 把 式 (5-14) 中 的 了 看 作 从 0 变 到 co 的 时 候 , 式 (5-14) 中 的 
每 一 项 就 变 成 了 一 个 离散 序列 。 比 如 ,z(z) 是 一 个 离散 序列 ,y(z 一 1) 也 是 一 个 离散 序 
列 , 等 等 。 这 样 , 我 们 就 可 以 对 式 (5-14) 中 的 每 一 项 计算 出 它 的 z 变换。 

在 对 式 (5-14) 两 边 取 z 变换 之 后 ,可 以 得 到 : 

Y(2) = X22) To Xt oe Xz)—az IY(2)—: "az "Y(z) 

(5-15) 

式 (5-15) 中 ,我 们 用 关 (z) 表 示 xz(m) 的 z 变换 ,用 Y(z) 表 示 y(n) 的 z 变换 。 对 上 式 
中 的 其 他 各 项 ,可 以 利用 4.5 节 中 讲 到 的 延迟 操作 来 解释 。 比 如 , 式 (5-14) 中 的 
ZX(n 一 1) 是 x(n) 延 述 一 个 采样 周期 之 后 的 序列 ,所 以 ,zx(n 一 1) 的 z 变换 应 该 是 x(n) 的 
z 变换 乘 以 = ! ,这 就 是 式 (5-15) 中 的 zx-1XC(z)。 再 比如 , 式 (5-14) 中 的 y(n 一 m) 的 z 变 
换 是 z"Y(z) ,这 就 是 式 (5-15) 中 的 最 后 一 项 。 对 式 (5-14) 中 的 其 他 离散 序列 ,都 可 以 
在 式 (5-15) 中 找到 相应 的 z 变换。 

从 上 面 的 z 变换 还 可 以 看 出 , 式 (5-14) 中 的 x(n)、z(n 一 1)、…、x(n 一 8) 属 于 同一 
个 信号 ,但 有 不 同 的 延迟 ;y(a) .y(n 一 1)、…、y(n 一 m) 也 属于 同一 个 信号 ,也 有 不 同 的 
延迟 。 

把 式 (5-15) 右 边 的 了 项 移 到 等 式 左 边 ,再 经 过 合并 同类 项 和 其 他 一 些 处 理 后 , 式 
(5-15) 可 以 改写 为 : 

Y(z) _ bbz 二 bz 
XC(z) 1az Taz ” 

类 似 于 连续 时 域 中 传递 函数 的 定义 ,离散 时 域 中 的 传递 函数 也 被 定义 为 系统 的 输 
出 序列 的 z 变换 了 (z) 与 输入 序列 的 z 变 换 X(z) 之 比 ,并 用 昌 (z) 表 示 。 这样， 
式 (5-16) 变 为 : 


(5-16) 


Botbz 1 .Tbr * 

HW -1 Fa z 1! 二 十 qz ”7 

式 (5-17) 就 是 离散 时 域 系统 的 传递 函数 电 (z) 的 一 般 表 达 式 , 它 的 分 子 和 分 母 中 

的 系数 都 是 实数 。 分 母 中 的 m 为 分 母 多 项 式 的 次 数 ,指出 了 分 母 多 项 式 的 根 的 个 数 ， 
所 以 也 称 为 传递 函数 的 阶 数 。 


5. 3.3 由 系统 冲击 响应 计算 传递 函数 


对 于 离散 系统 的 传递 函数 ,我 们 还 有 另 一 个 等 价 的 定义 。 在 图 5-3 中 ,我 们 用 单 
位 脉冲 序列 8(z) 作 为 输入 序列 ,并 得 到 了 离散 系统 的 输出 序列 , 即 单位 冲击 响应 h(n)。 


(5-17) 
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我 们 先 根 据 z 变换 的 定义 ,计算 出 图 5-3 中 离散 系统 输入 序列 与 输出 序列 的 z 变换 。 
作为 输入 序列 的 单位 脉冲 序列 6( 四 的 z 变换 已 经 在 例 4-1 中 计算 为 1。 所 以 ,根据 上 一 
节 的 高 散 系 统 传递 函数 的 定义 ,系统 的 传递 函数 就 等 于 此 时 输出 响应 h(n) 的 z 变 换 。 
所 以 ,我 们 就 有 了 与 式 (5-17) 等 价 的 另 一 种 传递 函数 表达 式 : 


HO = Yh)z™ (5-18) 
在 比较 式 (5-18) 和 式 (5-17) 之 后 ,可 以 发 现 两 者 的 不 同 点 仍然 是 本 节 开 始 时 指出 


的 FIR 与 IIR 的 不 同 点 。 在 实际 应 用 中 ,IIR 系统 的 传递 函数 一 般 表示 为 式 (5-17) ;而 
FIR 系统 的 传递 函数 一 般 表示 为 式 (5-18)。 


5. 3. 4 从 传递 函数 导出 差分 方程 


上 面 5. 3. 2 节 的 分 析 是 从 系统 的 差分 方程 导出 系统 的 传递 函数 。 我 们 也 可 以 从 
系统 的 传递 函数 导出 它 的 差分 方程 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 个 导出 过 程 。 
比如 ,一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 
1,0 士 0. 5z 1! 


HFT OTT ge Ho og (5-19) 
把 上 式 左边 的 互 (z) 用 Y(z)/X(z) 代 蔡 , 再 去 除 两 边 的 分 母 之 后 , 式 (5-19) 变 为 ， 
Y(z) 一 1.8zY(z) 十 0.9z 2Y(z) 一 X(z) 十 0.5z-1XCz) 《5-20) 
从 式 (5-20) 可 以 容易 地 写 出 离散 系统 的 差分 方程 ; 
3200 一 1.8y(2 一 1) 十 0.9y(2a 一 2) 一 zz 十 0.5z(n 一 1) (5-21) 
或 更 好 地 表达 为 ， 


y=zxn) tT0. 5zn—1)+1. 8yn—1)—0.9y(n—2) 
上 式 就 是 由 式 (5-19) 的 系统 传递 函数 导出 的 系统 差分 方程 ,其 形式 与 式 (5-14) 相 
似 。 由 此 看 来 ,传递 函数 和 差分 方程 是 离散 系统 的 两 种 等 价 的 描述 方法 。 一 般 来 说 ， 
卷 积 和 差分 方程 属于 时 域 分 析 法 ,它们 由 输入 序列 计算 出 输出 序列 ;而 传递 函数 属于 
频 域 分 析 法 ,用 来 分 析 离散 系统 的 频率 响应 。 


5.4 频率 响应 


频率 响应 是 一 种 稳 态 特性 , 它 的 意思 是 :用 一 个 正弦 信号 激励 一 个 离散 线性 系统 
时 ,系统 的 输出 是 一 个 同 频率 的 正弦 信号 ,但 振幅 和 相位 发 生 了 变化 。 而 且 , 振 幅 和 相 
位 的 变化 量 是 随 输入 正弦 信号 的 频率 的 变化 而 变化 的 。 这 种 输出 振幅 和 相位 对 于 输 
和 人 信号 频率 的 依从 关系 ,就 叫做 离散 时 域 系统 的 频率 响应 。 

根据 上 面 的 叙述 ,我 们 可 以 这 样 来 计算 离散 时 域 系统 的 频率 响应 ;用 一 个 离散 复 
指数 信号 作为 系统 的 输入 ,然后 计算 出 离散 系统 的 输出 序列 ,并 从 中 提取 幅度 与 相位 ， 
以 此 确定 系统 的 频率 响应 。 使 用 复 指数 信和 号 的 好 处 是 它 的 单一 频率 性 。 

这 个 复 指数 信号 可 以 写 为 ， 
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CD) 一 人 re 《5-22) 
其 中 ,w 为 复 指数 信号 的 角 频 率 , 了 为 采样 周期 , 复 指数 信和 叶 的 幅度 为 1, 初 相 为 零 。 
我 们 用 式 (5-13) 的 卷 积 公 式 来 计算 系统 的 输出 序列 ， 


Yel = DY zaihA = > io 有 (有 (5-23) 


上 式 右边 的 指数 项 中 有 一 个 常数 项 exp(jnw7T)， 也 就 是 Z(2)， 可 以 提 到 连 加 号 之 前 。 
这 样 ,上 式 变 为 : 


ye(D 一 epe7 SD) hk)e -ie (5-24) 
后 


等 式 (5-24) 可 以 表示 为 图 5-7a 中 的 关系 。 在 式 (5-24) 中 , 连 加 运算 的 结果 由 (n 十 
1) 项 相 加 而 成 。 由 于 频率 响应 是 稳 态 特性 ,所 以 我 们 需要 知道 ,n 应 该 选择 多 大 ,才能 
保证 系统 已 经 进入 稳 态 。FIR 系统 和 IIR 系统 有 不 同 的 规定 。 如 果 是 FIR 系统 ,那么 
当 等 于 系统 冲击 响应 长 度 的 时 候 , 系统 就 一 定 进入 稳 态 。 如 果 是 IIR 系统 ,那么 ,z 
的 选择 取决 于 系统 冲击 响应 的 收敛 速度 。 总 的 原则 是 ,> 的 选择 应 该 使 系统 冲击 响应 
最 前 面 的 n 个 样 点 包含 了 冲击 响应 总 能 量 的 绝 大 部 分 。 
注释 :本 章 后 面 的 例 5-5 和 例 5-6 中 分 别 对 FIR 系统 和 IIR 系统 何 时 达到 稳 态 做 
了 解释 。 
现在 换 一 个 角度 来 观察 离散 线性 系统 的 输出 响 


xO ,| 离散 线性 系统 | yw) ， 应 。 这 就 是 在 本 节 开 始 时 对 频率 响应 所 做 的 定义 :在 
EDe 把 一 个 正弦 信号 输入 到 一 个 离散 线性 系统 之 后 ,系统 


的 输出 是 同 频率 的 正弦 波 ,所 不 同 的 只 是 幅度 与 相 
(a) 由 卷 积 导出 的 系统 响应 位 。 所 以 , 当 我 们 把 式 (5-22) 中 那个 复 指数 信号 输入 


同一 个 有 残 性 杀 弓 时 ,; 个 < 性 条 避 T 
| 。 到 同一 个 离散 线性 系统 时 ,这 个 亢 散 线性 系统 的 输出 
: je 又 可 写 为 : 
A(W)e! | | 
Yn) =e"TA (w) er (5-25) 


(by 由 线性 系统 导出 的 系统 响应 其 中 ,A(w) 为 输出 信号 的 幅度 ,8Cw) 为 输出 信号 的 相 
移 ,4(w) 和 6Cw) 都 随 频率 而 变 。 我 们 把 式 (5-25) 画 
在 图 5-7b 中 。 

显然 ,图 5-7 中 的 两 个 输出 序列 yc (ww) 和 y(n) 
一 定 相等 。 所 以 , 式 (5-25) 的 右边 也 一 定 等 于 式 (5-24) 的 右边 。 这 就 是 ， 


图 5-7 离散 线性 系统 对 复 指数 
信号 的 两 种 响应 


ETA (we =e"T D>) hk)e eT (5-26) 
k=0 
上 式 两 边 的 公 因 子 2” 可 以 互相 抵消 。 因 此 , 式 (5-26) 变 为 ; 
Auw)exo = > hk)e eT (5-27) 
生 


由 于 式 (5-27) 的 左边 就 是 系统 的 频率 响应 ,所 以 ,等 式 的 右边 也 _- 定 是 我 们 所 要 
的 离散 系统 的 频率 响应 。 而 且 ,可 以 把 式 (5-27) 右 边 的 复 指数 exp( 一 jwT) 看 作 二 :在 


5.4 频率 响应 67 


单位 圆 上 的 求 值 。 这 样 , 式 (5-27) 右 边 的 这 个 频率 响应 表达 式 可 以 改写 为 ， 
式 (5-27) 的 右边 一 2 h(k)z* 


当 上 式 中 的 充分 大 而 使 系统 进入 稳 态 之 后 ,就 可 以 由 式 (5-18) 判 定 , 上 式 右 边 
的 连 加 运算 就 是 离散 系统 的 传递 函数 百 (z) 。 这 样 就 得 到 下 面 的 结论 :离散 系统 的 频 
率 响 应 等 于 它 的 传递 函数 在 单位 圆 上 的 求 值 ,并 可 以 写 为 ， 


离散 系统 的 频率 响应 一 瓦 (z) | ,一 He”) (5-29) 


这 就 是 离散 系统 频率 响应 的 一 般 表达 式 。 

既然 说 到 了 频率 响应 ,我 们 有 必要 对 DSP 中 常用 的 3 个 频率 做 一 个 说 明 , 这 3 个 
频率 是 :实际 频率 w, 归 一 化 频率 wT .单位 圆 上 的 频率 点 exp(jwoT)7。 其 中 , 归 一 化 频率 
w 了 又 可 写 为 9; 因此 ,单位 圆 上 的 频率 点 exp(jwT) 也 可 写 为 exp(jQ)。 当 实际 频率 mw 
从 0 变 到 ws 时 , 归 一 化 频率 0Q 从 0 变 到 2r, 而 单位 圆 上 的 频率 点 exp(j2) 从 z 二 1 开始 
沿 正方 向 走 过 整 整 一 周 。 所 以 ,这 3 个 频率 是 一 一 对 应 的 ,也 是 可 以 互相 转换 的 。 式 
《5-29) 中 的 w 工 是 一 个 归 一 化 频率 。 

最 后 要 说 的 是 ,离散 系统 的 频率 响应 一 般 都 是 复数 ,所 以 ,可 以 表示 为 模 和 幅 角 的 
形式 : 


(5-28) 


ET 


z= 


Hie )=|H(e”) | AH(e) (5-30) 
其 中 ,| 昌 (e” ) | 为 频率 响应 中 的 幅 频 响应 ,二 瓦 (Ce” ) 为 频率 响应 中 的 相 频 响应 。 
我 们 用 下 面 两 个 例子 来 说 明 离 散 系统 的 频率 响应 是 如 何 计算 的 。 在 第 6 章 中 将 
有 更 多 的 例子 。 


例 5-1 假设 一 个 离散 系统 的 差分 方程 为 ， 
y(n)=zn)rn—1) (5-31) 
要 求 找 出 该 离散 系统 的 频率 响应 。 
首先 对 差分 方程 (5-31) 两 边 取 z 变换 ,并 求 出 系统 的 传递 函数 : 
五 (z) 一 1 十 zx ! (5-32) 
由 上 式 可 知 ,系统 有 一 个 零点 在 > 一 一 1。 
现在 对 互 (z) 在 单位 圆 上 求 值 , 即 用 exp(jw 了 T) 代 替 式 (5-32) 中 的 x。 这 样 , 就 得 到 系统 的 频 
率 响应 : 


H(e") =1+He =e we Ce te ) (5-33) 
利用 欧 拉 恒 等 变换 ,上 式 可 改写 为 : 
地 (et ) 一 2e Ycos (wT/2) (5-34) 
用 @ 代替 ww 了 ,使 上 式 更 为 简洁 ， 
H(e?)=2e cos C0/2) (5-35) 


由 式 (5-35) 可 知 ,系统 的 幅 频 特性 为 2cosCQ/2) ,而 相 频 特性 为 一 8/2。 从 幅 频 特性 可 知 , 当 
输入 信号 的 归 一 化 频率 9 为 零 时 ,系统 的 输出 增益 为 2; 当 输入 信号 的 归 一 化 频率 0 二 x 时 ,输出 
增益 为 0。 
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这 个 系统 的 相 频 特 性 是 线性 的 。 当 输入 信号 的 归 一 化 频率 0 接近 零 时 ,输出 相 移 也 接近 零 
当 输 入 信号 的 归 一 化 频率 0 一 x 时 ,输出 相 移 为 一 x/2。 


IEGei9)l 


LH(e'®) 


Nm/2 


-nt/2 


图 5-8 一 个 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 特 性 
我 们 把 该 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 特性 画 在 图 5-8 中 。 从 图 中 可 以 看 出 离散 系统 频率 响应 的 
一 般 特 点 : 幅 频 特性 是 关于 0 一 x 偶 对 称 的 ; 相 频 特 性 是 关于 0Q=x 奇 对 称 的 。 相 频 特 性 在 0 二 x 
处 有 180 的 相位 突变 ,是 因为 系统 在 一 一 1 有 一 个 零点 。 当 频率 越过 这 个 零点 的 时 候 , 就 引起 
180 的 相位 突变 。 我 们 将 在 5. 6 玉 趾 计 论 加 何 从 堆 极 点 来 确定 系统 的 频率 响应 。 


例 5-2 单位 延迟 ， z -在 离散 系统 中 是 最 常见 的 ， 而 单位 延迟 本 身 也 可 以 看 作 _ 个 高 区 系统 
我 们 来 确定 由 一 个 单位 延迟 组 成 的 离散 系统 的 频率 响应 。 
这 个 单位 延迟 的 离散 系统 可 以 天 成 图 5-9 的 样子 。 图 5-9 的 意思 是 ;把 每 个 输入 样 点 z(z) 
延迟 一 个 样 点 时 间 之 后 ,再 用 作 系统 的 输出 样 点 y(n)。 所 以 , 它 的 差分 方程 是 ， 
yn)=zrn~1) (5-36) 


Xx(n) 四 y(n) 


图 5-9 由 一 个 单位 延迟 组 成 的 离散 系统 
对 式 《5-36) 的 差分 方程 取 z 变换 之 后 ,就 可 以 确定 这 个 离散 系统 的 传递 函数 ， 
H(z)=x 1 
上 式 与 图 5-9 的 意思 是 一 致 的 , 即 图 5-9 中 的 一 :就 是 系统 的 传递 函数 ， 
由 传递 函数 可 以 得 出 系统 的 频率 响应 
万 (ep2) 一 ea (5-37) 
显然 ,这 个 单位 延迟 离散 系统 的 幅度 响应 恒 等 于 1, 而 相位 响应 等 于 一 2。 当 输入 信号 的 频 
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率 接近 零 时 ,单位 延迟 所 引起 的 相 移 也 接近 零 ; 当 
输入 频率 等 于 折 各 频率 时 ,单位 延迟 引起 的 相 移 
为 一 x。 这 里 的 一 个 很 有 用 的 结论 是 ,单位 延迟 只 
引起 相位 延迟 ,不 影响 幅 频 特性 ,而 且 ,相位 延迟 
的 大 小 等 于 信号 的 归 一 化 频率 0。 这 个 结论 在 后 
面 会 经 常用 到 。 

这 个 离散 系统 的 频率 响应 画 在 图 5-10 中 。 
这 里 要 说 明 的 是 ;图 5-10 与 图 5-8 的 画 制 方法 有 
所 不 同 。 图 5-8 中 的 输入 频率 范围 从 0 到 2r, 而 
图 5-10 中 的 输入 频率 范围 从 一 x 到 x。 由 于 离散 
系统 的 频率 特性 是 以 Q 的 2x 为 周期 而 重复 的 ,所 图 5_10 单位 延迟 离散 系统 的 频率 响应 
以 两 者 是 一 样 的 。 


ae9)| 


5.5 零点 与 极点 


在 连续 时 域 中 ,我 们 用 零点 与 极点 来 描述 系统 的 频率 特性 。 离 散 时 域 中 的 情况 是 
一 样 的 。 我 们 先 给 出 离散 系统 零点 与 极点 的 定义 。 

离散 系统 的 零点 是 指 z 平 面 上 那些 使 传递 函数 电 (z) 等 于 零 的 复数 点 ,而 极点 是 z 
平面 上 那些 使 传递 函数 末 (z) 趋 于 无 穷 大 的 复数 点 。 我 们 一 般 用 = 来 表示 零点 的 位 
置 ,用 ,表示 极点 的 位 置 。 比 如 ,z, 一 1、z, 二 0.5 十 j0. 3。 

我 们 在 前 面 说 到 ,离散 系统 的 传递 函数 百 (z) 一 般 都 可 以 表示 为 一 个 分 式 , 其 中 的 
分 子 与 分 母 都 是 以 z 为 自 变 量 的 实 系数 多 项 式 , 比 如 像 式 (5-17) 那 样 。 在 对 分 子 与 分 
母 多 项 式 进行 因 式 分 解 之 后 ,就 可 以 确定 传递 函数 的 零点 与 极点 。 此 外 , 实 系 数 多 项 
式 的 根 ,如 果 是 复数 ,那么 一 定 是 以 共 斩 复数 对 的 形式 出 现 的 。 所 以 ,一 个 实 系 数 多 项 
式 在 分 解 因 式 时 , 它 的 每 一 个 因 式 的 次 数 都 不 会 大 于 二 次 。 

在 有 些 情 况 下 ,传递 函数 的 分 子 与 分 母 已 经 被 表示 为 因 式 的 连 乘 , 这 样 的 零 极点 就 
非常 容易 确定 。 但 也 有 -一些 传递 本 数 的 分 子 与 分 母 的 多 项 式 是 难以 分 解 因 式 的 ,这 样 的 
传递 函数 的 零 极点 就 只 能 用 数值 分 析 的 近似 方法 来 确定 ,在 实时 处 理 中 更 是 如 此 。 

下 面 通 过 两 个 例子 来 说 明 如 何 找 出 传递 函数 的 零 极点 。 


例 5-3 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 


1 十 0. 5z 1! 
H(z2) -IT Bei T0820 (5-38) 
要 求 找 出 它 的 零 极点 。 
为 了 方便 零 极点 的 查找 ,我 们 对 上 式 右边 的 分 子 与 分 母 同 时 乘 以 wx。 这样 就 得 到 ， 


zz 二 0.5)» 


H(z) 一 1.8z 十 0. 82 
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从 上 式 的 分 子 来 看 , 当 zx 一 一 0. 5 时 ,分 子 等 于 
零 。 所 以 ,该 传递 函数 有 一 个 零点 在 zo 一 一 0.5。 
分 子 中 的 另 一 个 因子 = 对 应 于 系统 的 务 一 个 零点 
zz 一 0。 但 这 个 零点 只 起 到 使 相位 提前 的 作用 ,对 
幅 频 哆 应 没有 任何 影响 。 

传递 函数 的 分 母 是 一 个 二 次 三 项 式 , 它 的 两 个 
根 使 分 母 等 于 零 , 因 此 是 该 离散 系统 的 两 个 极点 。 
我 们 可 以 容易 地 解 出 这 两 个 根 ,它们 是 一 对 共 恩 复 
数 ;zs 二 0.9 十 j0. 1 和 ze 二 0. 9 一 j0. 1。 
图 5-11 传递 函数 的 4 个 零 极 点 位 置 这 4 个 零 极点 在 z 平 面 上 的 位 置 画 在 图 5-11 

中 , 它们 都 在 单位 圆 内 。 


例 5-4 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 ， 


H(z)=1++2 5 (5-39) 
要 求 找 出 这 个 离散 系统 的 零 极 点 。 
我 们 把 式 (5-39) 右 边 提 出 因子 z ,因此 , 式 (5-39) 蛮 为 ， 
Hw = (5-40) 


从 上 式 可 知 , 这 个 离散 系统 有 5 个 零点 和 5 个 极点 。 由 于 5 个 极点 都 在 原点 的 位 置 ,所 以 只 
起 到 延迟 相位 的 作用 ,不 会 影响 系统 的 幅 频 特性 。 

由 式 (5-40) 的 分 子 可 以 得 到 求解 传递 函数 5 个 零点 的 方程 ， 

zz 一 一 1 (5-41) 

我 们 把 上 式 右边 的 一 1 表示 为 复数 极 坐 标的 形式 , 即 表示 为 一 个 模 等 于 1 . 幅 角 等 于 的 复 
指数 。 这 样 ,方程 (5-41) 变 为 : 

中 一 er (5-42) 

由 于 复 指数 是 以 幅 角 的 2x 为 周期 的 多 值 函 数 ,所 
以 ,我 们 得 到 方程 的 解 ， 

Zh eas ， k=0,1,2,3,4 (5-43) 
该 传递 函数 的 5 个 零点 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,其 中 有 
一 个 零点 位 于 z 一 一 1。 

我 们 对 式 (5-43) 做 -一 些 解 释 。 当 依次 等 于 0.1、 
2、3.4 时 ,得 到 传递 函数 的 5 个 零点 。 其 中 ,二 0 和 二 
4 时 得 到 的 两 个 零点 是 zs 一 0. 809 土 j0. 588; 当 角 二 1 
和 一 3 时 得 到 的 两 个 零点 是 za 一 一 0. 309 土 j0. 951。 
这 两 对 零点 都 是 共 辐 的 。 而 k=2 时 得 到 的 零点 zs 一 “图 5-12 传递 函数 的 5 个 零点 
一 1 是 一 个 实数 ,在 负 实 轴 上 ,所 以 是 单独 的 。 这 5 个 零 都 在 单位 圆 上 
点 在 z 平面 上 的 位 置 画 在 图 5-12 中 ,而 5 个 极点 重合 于 原点 。 


5.6 频率 响应 的 零 极 点 图 解法 71 


5.6 频率 响应 的 零 极 点 图 解法 


我 们 在 5. 4 节 导 出 了 离散 系统 频率 响应 的 计算 方法 , 即 对 系统 传递 函数 在 单位 圆 
上 求 值 。 根 据 这 个 计算 方法 ,我 们 可 以 利用 零 极 点 的 位 置 实现 快速 的 频率 响应 计算 ， 
这 就 是 本 节 要 讨论 的 “ 零 极 点 图 解法 ”。 
离散 系统 的 传递 函数 通常 可 以 表示 为 式 (5-17) 那 样 的 分 式 。 分 式 中 的 分 子 、 分母 
多 项 式 的 根 就 是 传递 函数 的 零点 与 极点 。 因 此 ,可 以 对 传递 函数 的 分 子 与 分 母 进行 因 
式 分 解 ,使 其 变 成 下 面 的 形式 : 
(1—zaz 1)(1 一 zz 1)**(1—zuz !) 


H(2 =b (1 一 za 1)(1— zr 1) (1— zm 1) 
其 中 ,za 、zz、…、z 为 系统 的 零点 ,zp 、zpz、……、zmm 为 系统 的 极点 ,bo 为 常数 增益 项 。 
为 了 便于 推导 ,我 们 改写 式 (5-44) 中 的 每 个 因 式 :对 每 个 因 式 提出 因子 z 。 比 
如 ,分 子 中 的 第 一 个 因 式 (1 一 zazx '!) 就 变 为 xz !(z 一 zl )。 
对 式 (5-44) 中 的 每 个 因 式 都 提出 一 个 因子 z :之 后 ,总 的 分 式 就 有 一 个 w*“ 的 因 
子 。 如 果 m>>k, 那 么 因子 wz“ 起 到 使 系统 输出 相位 提前 的 作用 ;反之 ,使 系统 输出 相位 
滞后 。 
这 样 演变 之 后 , 式 (5-44) 变 为 ; 
H(z)=b 2 


(5-44) 


(2— za ) (2— zo) (ZO— Zn) 
(《z 一 zi)(z 一 2p2) (TZ— pm ) 
现在 , 式 (5-45) 中 的 每 个 因 式 都 是 两 个 复数 之 差 , 也 就 是 > 平面 上 两 个 复数 点 之 间 
的 一 条 矢量 。 具 体 地 说 ,分 子 中 的 每 个 因 式 对 应 于 z 平 面 上 从 一 个 复数 零点 zj 指向 另 
一 个 复数 z 的 矢量 ;分 母 中 的 每 个 因 式 对 应 于 z 平 面 上 从 一 个 复数 极点 zs 指向 另 一 个 
复数 z 的 矢量 ;而 这 另 一 个 复数 = 的 具体 取 值 将 在 下 面 讨论 。 
因为 离散 系统 的 频率 响应 等 于 它 的 传递 函数 在 单位 圆 上 的 求 值 [ 见 式 (5-29)] ,所 
以 , 当 我 们 在 计算 系统 频率 响应 的 时 候 , 式 (5-45) 中 的 自 变 量 z 就 被 限制 在 了 单位 圆 
上 。 这 样 , 我 们 就 可 以 由 式 (5-45) 写 出 离散 系统 的 频率 响应 : 
H(e?)=b,e™ 0 (e za) (Ee xo)" (0 vu) 


(ef — zn) (eto) (nO— 2,) 

其 中 ,0Q 为 输入 信号 的 归 一 化 频率 。 

现在 ,我 们 把 式 (5-46) 中 的 每 个 因 式 ,也 就 是 每 一 条 矢量 ,表示 为 极 坐标 的 形式 。 
比如 ,把 式 (5-46) 分 子 中 的 第 一 个 因 式 (e? - za ) 表 示 为 diexp(j& ); 再 比如 ,把 分 母 中 
的 最 后 一 个 分 式 (e? - zw) 表示 为 cexp(jgs)。 其 中 ,di 和 c 为 矢量 的 模 ,0. 和 gp 为 矢 
量 的 幅 角 。 而 且 ,Qi、c 和 人 外 、p, 都 是 随 的 变化 而 变化 的 ,也 就 是 随 频 率 而 变化 的 。 
上 述 分 析 对 于 式 (5-46) 中 的 其 他 因 式 都 是 一 样 的 。 

这 样 之 后 , 式 (5-46) 可 以 改写 为 : 


H(en) =boe" 


(5-45) 


(5-46) 


de X dses XXd,es 
ci1@? Xcess XX em 
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(did; “dy ) et tt) 
{acarrcn) em TnT Tay 
由 式 (5-47) 可 以 得 到 离散 系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 。 其 中 的 幅 频 响应 为 : 


一 名 eta (5-47) 


| 本 (ee) | 一 全 (5-48) 
其 中 ,为 式 (5-44) 中 的 系统 增益 常数 。 
离散 系统 的 相 频 响应 为 ， 
LH(e)= mRNQT Bt 十) Cg 二 pt 十 Gm ) (5-49) 
其 中 ,(m 一 0Q 是 由 式 (5-45) 中 的 纯 延迟 zw” 产生 的 相 移 ,而 且 是 相 频 响应 中 的 线性 
相 移 部 分 。 


现在 对 上 面 的 分 析 做 一 个 归纳 : 当 输 入 信和 号 频率 从 零 逐 渐 增 加 到 折 秋 频率 时 ,就 
相当 于 一 个 复数 点 从 一 1 走 过 单 位 圆 的 上 半 个 圆 。 与 此 同时 ,从 所 有 零 极点 指向 这 
个 移动 的 复数 点 的 矢量 就 可 以 用 来 计算 离散 系统 的 频率 响应 。 频 率 响应 中 的 幅 频 响 
应 可 以 用 式 (5-48) 来 计算 , 它 等 于 所 有 零点 矢量 长 度 ( 包 括 名 ) 之 积 与 所 有 极点 矢量 长 
度 之 积 的 比值 ;而 相 频 响应 可 以 用 式 (5-49) 来 计算 , 它 等 于 所 有 零点 矢量 幅 角 [包括 
Coz 一 人 2] 之 和 与 所 有 极点 矢量 幅 角 之 和 的 差 值 。 

上 面 的 分 析 似 乎 有 些 复杂 ,但 具体 使 用 时 却 很 方便 。 我们 用 下 面 的 两 个 例子 来 说 
明 零 极点 图 解法 的 计算 过 程 。 为 了 简化 分 析 ,我们 先 略 去 每 个 因 式 前 面 的 z 1' 或 z 的 
影响 , 即 略 去 式 (5-49) 中 的 (m 一 0。 在 分 析 完 成 后 ， 再 把 这 部 分 相 移 加 上 去 。 


例 5-5 一 个 离散 系统 的 传递 清 数 为 : 
HC) =1—x7 C5-50) 
要 求 用 零 极点 图 解法 来 分 析 这 个 简单 离散 系统 的 频率 响应 。 
上 式 可 以 改写 为 便于 分 析 的 形式 ; 
H(z) = (5-51) 


由 上 式 可 知 ,传递 印 数 有 一 个 零点 z, 二 1 和 一 个 极 
点 名 二 0, 如 图 5-13 所 示 。 但 极点 所 = 一 0 只 起 到 相位 延 
述 的 作用 ,对 幅 频 响应 没有 影响 。 
因此 ,分 析 这 个 离散 系统 的 幅 频 响应 就 是 分 析 这 
个 零点 对 输出 幅度 的 影响 。 首先, 我 们 根据 图 解法 的 
式 (5-48) 来 观察 图 5-13。 可 以 粗略 地 看 出 :信号 频率 
越 高 ,位 于 单位 圆 上 的 频率 点 离开 系统 零点 z, 二 1 就 越 
远 , 对 应 的 矢量 就 越 长 ,增益 就 越 大 。 所 以 , 这 个 离散 
系统 具有 消除 直流 分 量 和 衰减 低频 分 量 的 作用 , 即 具 
有 高 通 的 特性 。 
图 5-13 位 于 实 轴 上 的 零点 z, 二 1 我 们 来 具体 计算 不 同 频 率 下 的 系统 频率 响应 , 先 
对 频率 响应 的 影响 从 零 频 开始 。 当 输入 信号 为 直流 时 , 信号 的 归 一 化 频 
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率 0 为 零 。 这 个 频率 所 对 应 的 z 平 面 上 的 位 置 是 ; 

z 一 6 |no = =1 
所 以 ,直流 输入 信号 在 z 平面 上 的 位 置 是 与 零点 二 重合 的 ;因此 ,矢量 z 一 z, 的 长 度 等 于 零 , 输 出 
幅度 就 等 于 零 。 当 幅度 等 于 零 的 时 候 , 幅 角 也 就 没有 意义 了 。 

当 信和 号 频率 增加 到 采样 频率 的 1/6( 即 折 释 频率 的 1/3) 时 ,z 就 走 到 图 5-13 中 z 的 位 置 。 这 
时 , 归 一 化 频率 0 二 x/3, 矢 量 x 一 z, 二 ev 一 1, 就 是 图 5-13 中 的 矢量 ww。 由 几何 知识 可 知 ,这 条 
矢量 的 长 度 等 于 1, 幅 角 等 于 2x/3 一 120"。 所 以 ,零点 z 使 频率 等 于 1/6 采样 频率 的 信号 的 幅度 
维持 不 变 ,而 相位 提前 了 120"。 在 考虑 到 式 (5-51) 中 的 因 式 1/z 时 ,就 要 加 上 60" 的 相位 延迟 ,所 
以 总 的 相位 提前 量 为 120" 一 60" 一 60"。 

我 们 继续 增加 信号 频率 ,比如 ,增加 到 采样 频率 的 1/3, 即 折合 频率 的 2/3。 这 时 的 = 就 走 到 
图 5-13 中 % 的 位 置 。 从 系统 零点 二 指向 刀 的 矢量 为 图 5-13 中 的 ww。 这 时 的 矢量 长 度 等 于 
1.732, 幅 角 等 于 150"。 所 以 ,系统 零点 对 于 频率 为 1/3 采样 频率 的 信号 的 影响 是 ,使 它 的 幅度 增 
大 到 原来 的 1.732 倍 , 相 位 提前 了 150" 一 120" 一 30"。 

如 果 再 把 信号 频率 增加 到 折 释 频率 ,就 走 到 图 5-13 中 z% 的 位 置 。 这 时 的 矢量 的 长 度 等 于 
2, 幅 角 等 于 180"。 所 以 ,系统 零点 对 于 频率 等 于 折 释 频率 的 信号 的 影响 是 ,幅度 增加 一 倍 , 相 位 
的 改变 量 等 于 180" 一 180" 二 0°, 即 信号 的 相位 没有 变化 。 

当 我 们 知道 了 这 个 离散 系统 在 4 个 频率 点 上 的 响应 时 ,也 就 大 体 知道 了 在 全 部 频率 范围 内 
的 系统 响应 。 

现在 用 图 5-14 从 时 域 上 来 验证 上 面 对 这 个 零点 的 频率 响应 的 分 析 。 由 于 传递 函数 为 H(z) 
一 1 一 z !' ,因此 ,差分 方程 是 y(n) 一 zx(n) 一 zx(n 一 1)。 图 5-14 中 使 用 的 信号 频率 为 采样 频率 的 
1/3, 对 应 于 图 5-13 中 的 一 和 六 。 


yn) 一 < 一 相位 超前 30。 


图 5-14 一 个 位 于 实 轴 上 的 零点 对 频率 响应 的 影响 
图 5-14 的 左边 是 根据 差分 方程 画 出 的 实现 框图 ,右边 是 3 个 离散 序列 。 输 入 信和 号 z(z) 为 振 
幅 等 于 1、 初 相等 于 0 的 正弦 序列 。 由 于 信号 频率 为 采样 频率 的 1/3, 所 以 在 每 个 周期 内 有 3 个 
样 点 。x《n 一 1) 的 样 点 序列 与 z(z) 是 一 样 的 ,只 是 延迟 了 一 个 采样 周期 。y( 站 是 按照 差分 方程 
yo 一 z(2 一 zC2 一 1) 计 算 的 。 从 图 5-14 可 以 看 出 ,输出 序列 y(n) 的 幅度 大 约 是 输入 序列 x(n) 
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畅 度 的 1.732 倍 , 相 位 超前 了 30"。 这 个 结果 与 前 面 的 图 解法 分 析 结 果 是 相符 的 。 

另外 ,从 图 5-14 中 y(n) 的 样 点 可 以 看 出 ,在 第 一 个 样 点 时 刻 ,系统 处 于 瞬 态 过 程 。 从 第 二 个 
样 点 开始 ,系统 即 进入 稳 态 。 这 是 FIR 系统 的 一 个 特点 : 当 运行 时 间 等 于 系统 冲击 响应 长 度 的 时 
候 ,系统 即 进入 稳 态 。 


例 5-6 一 个 离散 系统 的 传递 函数 为 : 


1 _ 
有 (一 站 5 (5-52) 
要 求 用 零 极点 图 来 分 析 该 离散 系统 的 频率 响应 。 
对 上 式 的 分 子 与 分 母 同时 乘 以 z, 因 此 十 式 变 为 . 
H(z) = 一 之 (5-53) 


之 十 0.5 

这 个 离散 系统 有 一 个 极点 位 于 z。 二 一 0. 5, 在 负 实 轴 上 , 男 有 一 个 零点 位 于 z, 二 0, 如 图 5-15 
所 示 。 我 们 首先 分 析 分 母 中 极点 z 的 频率 响应 ,然后 加 上 零点 的 影响 。 

我 们 先 粗略 地 看 一 下 这 个 离散 系统 的 频率 响应 。 由 于 系统 极点 在 单位 圆 内 的 左边 ,比较 靠 
近 折 午 频率 的 位 置 ,所 以 , 当 信 号 频率 比较 高 时 ,相应 的 矢量 就 比较 短 ,增益 就 比较 大 。 因 此 ,这 
个 离散 系统 有 高 通 的 特性 。 

im 我 们 使 用 例 5-5 中 相同 的 步骤 ,但 只 选择 3 个 信和 号 

Dejr2 频率 点 : 零 频 , 折 释 频率 的 一 半 、. 折 释 频 率 。 它 们 分 别 对 

应 图 5-15 中 的 zj ,zz 和 这 3 个 复数 点 ,它们 的 归 一 化 
频率 0Q 分 别 为 0、x/2 和 x。 

首先 , 当 输 入 信号 为 直流 时 ,信号 的 归 一 化 频率 0 为 
零 , 这 就 是 图 中 的 一 中 二 1。 从 极点 多 指向 “的 矢量 为 
,矢量 的 长 度 等 于 1. 5, 幅 角 等 于 零 。 所 以 ,这 个 极点 对 直 
流 输 和 人 信和 号 的 影响 是 使 信 叶 的 幅度 缩小 到 原来 的 1/1. 5。 
因为 直流 信号 没有 相位 ,也 就 无 所 谓 相 位 变化 。 

图 5-15 一 个 位 于 实 轴 上 的 极点 x,= 当 信 号 频率 增加 到 折 人 频率 的 1/2( 即 采样 频率 的 

一 0. 5 对 频率 响应 的 贡献 ”1/4) 时 ,z 走 到 图 5-15 中 z 的 位 置 ,这 时 的 矢量 为 ww。 

， 经 过 简单 计算 可 知 ,这 个 矢量 的 长 度 约 等 于 1. 12, 幅 角 

约 等 于 63"。 所 以 ,系统 极点 对 频率 等 于 折 秋 频率 一 半 的 信号 的 影响 是 ,使 幅度 减少 到 原来 的 

1/1. 12, 相 位 延迟 63"。 但 考虑 到 式 (5-53) 传 递 函数 分 子 上 的 因子 z, 相 位 延迟 要 加 上 90* 的 相位 
提前 ,所 以 信号 总 的 相位 提前 量 为 90" 一 63" 一 27"。 

最 后 把 信号 频率 增加 到 折 释 频率 , 即 采 样 频率 的 一 半 ,z 就 走 到 图 5-15 中 z% 的 位 置 。 这 时 的 
矢量 变 为 图 5-15 中 的 ww。 显 然 ,矢量 ww 的 长 度 等 于 0. 5, 幅 角 等 于 180"。 所 以 ,这 个 极点 对 于 频 
率 等 于 折 秋 频率 的 信号 的 影响 是 ,使 幅度 增加 一 倍 ,相位 延迟 了 180"。 但 由 于 式 (5-53) 分 子 中 因 
子 z 的 作用 ,输出 信号 总 的 相位 延迟 为 180" 一 180" 一 0"。 

与 例 5-5 中 的 图 5-14 一 样 ,我 们 用 图 5-16 中 的 计算 框图 和 样 点 序列 来 验证 其 中 一 个 频率 
点 的 频率 响应 。 这 个 信号 频率 点 为 采样 频率 的 1/4, 即 图 5-15 中 z 的 情况 。 信 号 在 每 个 周期 内 
应 该 有 4 个 样 点 。 系 统 的 差分 方程 可 以 根据 式 (5-527 写 为 ， 

yD) =z(n) 一 0.537(2 一 ]) {5-54) 
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图 5-16 一 个 位 于 负 实 轴 上 的 极点 对 输出 信号 的 影响 
带 有 极点 的 离散 系统 一 般 稍 复杂 ,因为 极点 表示 系统 有 反馈 。 为 此 ,我 们 先 用 表 5-1 计算 出 
系统 中 各 个 信号 的 县 体 样 点 数值 ,然后 再 画 出 图 5-16 右边 的 信号 序列 。 在 表 5-1 的 计算 中 ,我 
们 假定 输入 信号 为 正弦 序列 ,振幅 为 1, 初 相 为 0。 
表 5S-] 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 


x(n) 0.0 1.0 0.0 一 1.0 0.0 1.0 0.0 一 1.0 0.0 1.0 0.0 一 1.0 
y(C2 一 1) 0.0 0.0 1.0 一 0.5 一 0.75 0.38 0.81 一 0.41 一 0.80 0.40 0.80 一 0.40 
y(n) 0.0 1.0 一 0.5 一 0.75 0.375 0.81 一 0.41 一 0.80 0.40 0.80 一 0.4 一 0.80 


从 图 5-16 的 右边 可 以 看 出 ,y(n 一 1) 比 y(n) 延 迟 一 个 采样 周期 。 而 且 , 从 图 5-16 中 的 样 点 
波形 (用 虚线 表示 ?可 以 估算 出 y(n) 的 振幅 要 比 x(7) 小 一 些 ,这 就 是 前 面 说 到 的 0. 89 倍 ,相位 大 
约 超前 27" 左 右 。 而 且 很 重要 的 一 点 是 ,上 面 的 幅度 与 相位 数据 应 当 在 第 7 个 样 点 之 后 进行 估 
算 。 因 为 在 第 7 个 样 点 之 后 ,系统 已 经 基本 上 进入 稳 态 。 

但 是 ,为 什么 说 在 第 7 个 样 点 之 后 系统 就 进入 稳 态 ?我 们 是 在 计算 表 5-1 中 最 前 面 的 12 个 
样 点 时 发 现 的 。 因 为 从 第 7 个 样 点 开始 ,各 个 信号 已 进入 循环 。 


表 5-2 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ]1 
zz) 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


hn) 1.0 一 0.5 0.25 一 0.125 0.0625 一 0.0313 0.0156 一 0. 0078 0. 0039 一 0. 0020 0. 0010 一 0. 0005 
一 -一 一 一 


对 此 ,我 们 可 以 从 另 一 个 角度 来 分 析 。 对 于 前 面 的 式 (5-24) ,我 们 曾经 说 过 :对 于 IIR 离散 
系统 ,n 的 选择 应 该 使 系统 冲击 响应 h(&) 的 绝 大 部 分 能 量 集中 在 前 ”个 样 点 中 。 为 了 验证 这 一 
点 ,我 们 利用 式 (5-54) 计 算出 了 系统 的 单位 冲击 响应 h(n) ,并 把 结果 列 在 表 5-2 中 ,也 示 于 图 5- 
17 中 。 由 图 5-17 的 情况 来 看 ,从 第 7 个 样 点 起 ,h(x) 的 幅度 确实 小 到 可 以 忽略 不 计 。 而 从 表 5- 
2 来 计算 ,h(n) 前 7 个 样 点 的 能 量 之 和 已 经 占 到 及 (mn) 总 能 量 的 99. 99%。 所 以 ,系统 从 第 7 个 样 
点 之 后 进入 稳 态 的 说 法 应 该 是 正确 的 。 
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图 5-17 一 个 JR 系统 的 单位 冲击 响应 


5.7 离散 时 域 系 统 的 稳定 性 


离散 时 域 系统 稳定 性 的 定义 是 :如 果 一 个 有 界 的 输入 序列 产生 一 个 有 界 的 输出 序 
列 ,那么 ,这 个 离散 时 域 系 统 是 稳定 的 。 
我 们 可 以 用 公式 来 描述 这 个 稳定 性 定义 。 这 就 是 ,如 果 一 个 离散 系统 是 稳定 的 ， 
那么 对 于 离散 系统 的 输入 序列 : 
| za {<M (5-55) 
就 一 定 有 离散 系统 的 输出 序列 ， 
| yo) 入 AM (5-56) 
其 中 ,Mi 和 Ms 是 两 个 有 限 的 数 。 
根据 这 个 稳定 性 定义 ,可 以 得 出 时 域 和 频 域 中 的 两 个 离散 系统 稳定 性 判 据 。 


5.7.1 稳定 性 时 域 判 据 


在 时 域 中 ,我 们 利用 单位 冲击 响应 h(x) 来 判断 :如 果 一 个 离散 系统 的 单位 冲击 响 
应 的 绝对 累加 和 是 有 和 界 的 ,那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 。 这 可 以 用 下 面 的 公式 来 
表达 。 

对 于 一 个 离散 系统 ,如 果 


> | h(E) | <ce (5-57) 
那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 。 
我 们 用 卷 积 来 证 明 。 首 先 ,对 卷 积 公式 (5-13) 的 两 边 取 绝 对 值 ， 
ly0D1= | zn— bh | (5-58) 


在 式 (5-58) 中 ,我 们 假设 系统 冲击 响应 的 前 个 样 点 包含 了 冲击 响应 的 绝 大 部 分 
能 量 。 

因为 两 个 数 的 绝对 值 之 和 不 小 于 两 个 数 之 和 的 绝对 值 ,所 以 , 式 (5-58) 可 以 改 
写 为 : 
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|y( | 委 | zn—AhCE) | 一 > | zz 一 | |hCk) | (5-59) 

由 式 (5-55) 可 知 ， |z(m | 是 有 界 的 ， 并 且 假 设 不 大 于 M 。 所 以 , 式 (5-59) 可 以 表 
示 为 : 

| y(n) | 委 > RM |h(8)| =M, » | 天 (RD) | (5-60) 

根据 式 (5-57) 的 条 件 , 式 (5- 60) 最 右边 的 连 加 运算 之 和 也 是 有 界 的 ， 并 假设 不 超 


过 AM 。 而 且 , 由 于 前 面 提 到 系统 冲击 响应 的 前 = 个 样 点 包含 了 冲击 响应 的 绝 大 部 分 能 
量 , 所 以 ,完全 可 以 替换 成 cc。 因此, 式 (5-60) 可 以 改写 为 ， 


[yw | <M >，|ACA)| EM M, (5-61) 
=0 


这 样 ,我 们 就 证 明了 离散 系统 稳定 性 的 时 域 判 据 : 只 要 系统 冲击 响应 的 绝对 累加 
和 是 有 界 的 ,这 个 离散 系统 就 一 定 是 稳定 的 。 


例 5-7 作为 离散 系统 稳定 性 时 域 判 据 的 一 个 例子 ,我 们 来 考察 这 样 一 个 离散 系统 , 它 的 冲 
击 响应 为 单位 指数 序列 ， 
hin)=a"u(n) 《5-62) 
式 中 的 xz 只 是 为 了 保证 当 z<0 时 ,h(n) 三 0。 这 实际 上 是 说 ,系统 是 因果 性 的 。 
如 果 希 望 这 个 离散 系统 是 稳定 的 ,就 必须 有 


2 lawl= 3 le (5. 63) 
式 中 的 无 穷 级 数 的 收敛 条 件 是 |a | 一 1， 所 以 这 个 离散 系统 的 稳定 条 件 是 -- 1<a<<1l。 


5.7.2 稳定 性 频 域 判 据 


从 频 域 上 判断 系统 的 稳定 性 ,就 是 观察 离散 系统 的 极点 位 置 。 如 果 系 统 的 极点 都 
在 单位 圆 内 ,那么 这 个 离散 系统 是 稳定 的 ;如 果 有 一 个 极点 在 单位 圆 上 的 x 二 1, 而 其 他 
极点 都 在 单位 圆 之 内 ,那么 这 个 离散 系统 是 准 稳定 的 ;对 于 其 他 的 极点 位 置 情况 ,离散 
系统 都 是 不 稳定 的 。 我 们 通过 一个 例子 米 滋 明 极点 位 置 对 系统 稳定 性 的 影响 ， 


例 5-8 服 定 一 个 离散 系统 有 下 面 的 传递 函数 ， 
1 


H(2) 1 (5-64) 
要 求 判 定 这 个 离散 系统 的 稳定 性 。 
这 是 一 个 二 阶 系统 ,有 两 个 极点 。 通 过 计算 ,可 以 确定 出 它 的 两 个 极点 位 于 :; 
之 pl 一 1 十 j 
. (5-65) 
之 p2 一 1 一 } 


两 个 极点 的 位 置 见 图 5-18a。 这 是 一 对 共 胃 复 数 , 它 们 的 模 大 约 等 于 1. 4142。 由 于 两 个 极 
点 都 在 单位 圆 之 外 ,根据 稳定 性 频 域 判 据 , 这 个 系统 是 不 稳定 的 。 
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我 们 来 计算 这 个 离散 时 域 系 统 的 单位 冲击 响应 ,以 验证 其 不 稳定 性 。 由 传递 函数 (5-64) 可 
以 画 出 离散 系统 的 实现 框图 ,如 图 5-18b 所 示 。 利 用 这 个 实现 框图 ,我 们 计算 出 以 单位 脉冲 序列 
为 输入 时 的 系统 输出 响应 。 输 入 序列 xz(n) .输出 序列 XzD 和 系统 中 其 他 信号 的 计算 结果 列 于 表 
5-3 中 ,同时 把 输入 序列 x(n) 与 输出 序列 yz) 画 在 图 5-18c 中 。 从 图 5-18 可 以 看 出 ,输入 x(n) 
是 有 界 的 (最 大 不 超过 1) ,而 输出 y(n) 随 nn 的 递增 而 在 不 断 增 大 并 趋 于 无 穷 大 。 因 此 ,这 个 离散 
系统 是 不 稳定 的 。 这 与 上 面 利用 极点 位 置 的 频 域 判定 的 结果 是 一 致 的 。 


表 5-3 
nn 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
xln) 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


y(n-1) 0.0 1.0 2.0 2.0 0.0 一 40 一 8.0 一 80 0.0 16.0 32.0 32.0 
y(n—2) 0.0 0.0 1.0 2.0 2.0 0,0 4.0 8.0 8.0 8.0 16.0 32.0 
yn) 1.0 2.0 2.0 0.0 一 40 一 8.0 一 8.0 0.0 16.0 32.0 32.0 0.0 


图 5-18 一 个 二 阶 系统 的 极点 分 布 .实现 框图 以 及 单位 冲击 响应 

最 后 ,我 们 对 系统 输出 的 振荡 频率 做 一 个 简单 讨论 。 当 把 图 5-18a 中 的 极点 位 置 与 图 5-18c 
中 的 输出 序列 (进行 比 对 的 时 候 就 会 发 现 ,振荡 频率 是 与 这 一 对 共 箔 复数 极点 的 位 置 -一致 的 。 
在 这 个 例子 中 ,极点 位 置 所 对 应 的 妇 一 化 频率 是 x/4, 所 以 ,振荡 频率 应 该 是 采样 频率 的 1/8 ,或 
者 说 ,振荡 周期 是 采样 周期 的 8 倍 。 这 就 表现 为 图 5-18c 中 的 y(n) 是 以 8 个 样 点 为 周期 而 振荡 
的 。 如 果 让 图 5-18a 中 的 两 个 极点 围绕 原点 旋转 某 个 角度 ,那么 振荡 频率 就 会 有 同样 的 改变 量 ， 
另 一 方面 ,如 果 把 图 中 的 两 个 极点 zs 和 zio 沿 着 虚线 移 到 单位 贺 上 ,那么 系统 的 输出 序列 不 再 是 
一 个 无 限 增 长 的 振荡 ,而 是 一 个 等 幅 振 荡 。 如 果 把 这 一 对 极点 继续 移 到 单位 圆 之 内 ,就 得 到 衰减 
的 振荡 ,系统 就 变 为 稳定 。 


小 结 


口 数字 信号 处 理 中 涉及 的 离散 时 域 系统 应 该 是 线性 的 . 移 不 变 的 和 因果 性 的 。 
口 分 析 离 散 时 域 系 统 , 就 是 分 析 系 统 的 输 人 与 输出 之 间 的 关系 ,这 包括 时 域 的 卷 积 
分 析 方 法 和 频 域 的 传递 函数 分 析 方 法 。 虽 然 差分 方程 可 以 与 传递 函数 互相 转 
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换 , 但 通常 被 用 于 计算 系统 的 时 域 输出 。 

口 把 一 个 正弦 信号 输入 到 一 个 离散 线性 系统 之 后 ,离散 系统 的 输出 是 一 个 同 频 率 
的 正弦 信号 ,但 振幅 和 相位 发 生 了 改变 。 这 种 随 频 率 而 变 的 振幅 和 相位 的 改变 
量 就 叫做 离散 系统 的 频率 响应 。 

口 离散 系统 的 零 极点 位 置 确定 了 系统 的 行为 特性 , 而 零 极点 图 解法 是 判断 离散 系 
统 频率 响应 的 快捷 方法 。 

口 系统 的 稳定 性 是 指 有 界 的 输入 产生 有 界 的 输出 ,可 以 通过 系统 的 冲击 响应 或 系 

统 极点 来 判断 系统 的 稳定 性 。 

口 掌握 了 离散 时 域 系统 的 这 些 分 析 方法 之 后 ,就 可 以 对 离散 系统 进行 特性 分 析 ,并 
做 出 判断 或 改进 。 


习题 


5.1 计算 下 列 两 个 有 限 长 离散 序列 x (2 与 x;《n) 的 卷 积 。 


xi(n) Xi(n)=0 ,n>7 x2(n) X21) =0,n>7 


-1.0 _- 轩 
5.2 一 个 离散 时 域 系统 的 输入 为 zx(n) ,系统 冲击 响应 为 h(n), 试 确定 系统 的 输出 序 
列 y(z) 。 


x(nm) xi(n)=0,n>7 h(n) x2(n)= 0,n>7 
1.0 -一 和 一 一 - 有 一 1 一 一 一 - ee 


-1.0+ -10+ -和 一 
5. 3 ” 试 确定 下 列 差分 方程 所 对 应 的 系统 传递 函数 和 系统 单位 冲击 响应 。 
(1) y(n)+0. 6y(2 一 1) 一 z(C2) 十 2z(02 一 1) 
(2) y(n)=z(n) x(n—2) 
5.4 计算 由 下 列 差分 方程 所 确定 的 离散 系统 的 幅 频 与 相 频 响应 ,并 画 出 归 一 化 频率 的 频 响 
曲线 。 
(1) y(n)=zx(n) ~zx(n—2) 
(2) yn)—0. 5y(2 一 1 一 Z(0) 十 2z(2 一 1 十 zz 一 2) 
5.5 计算 由 下 列 差分 方程 所 确定 的 离散 系统 在 直流 和 折 释 频率 处 的 幅 频 响 应 
(1) y()=x(n)t0. 6y(n—1) 
(2) y(n)=x(n) 0. 5rx(n—1)+0. 5y(n—1) 
5.6 试 证 明 一 个 离散 系统 在 1/2 折 琶 频率 处 的 频率 响应 等 于 HG1)。 
5.7 利用 上 面 5. 6 题 中 的 结论 ,计算 由 下 列 差分 方程 所 确定 的 离散 系统 在 1/2 折 径 频率 处 
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的 频率 响应 。 
{1) y(n)=7z(n) 0.3y(n—1)—0.3y(n—2) 
(2) yn)=zxn) 37rn—1)+0. 1y(n—1) 
5.8 用 零 极 点 图 解法 计算 与 下 列 差分 方程 对 应 的 离散 系统 在 1/4 折 肥 频率 处 的 幅 频 响应 。 
(1) yl7)=z(m 2rn—1) +0. 5y(n—1) 
(2) y(n)=zxn)+0. 6y(n—1)—0.08y(n—2) 
5.9 假设 系统 冲击 响应 h(n) 的 z 变换 为 ; 
之 一 1 一 之 2 
-i 


DOT TFT 


(1) 画 出 H(z) 的 零 极点 图 。 

(2) 找 出 h(n) 的 表达 式 ，。 

(3) 这 个 离散 系统 是 否 稳定 ? 

5. 10 一 个 离散 时 域 系统 的 差分 方程 为 : 

YD =Tn) a yn—1) ~a yn—2) 

试 确定 差分 方程 中 的 参数 a 和 az ,以 使 {二 0 时 的 幅 频 响应 等 于 1, f= 二 0. 5fs 时 的 幅 频 响应 
等 于 0. 5, 其 中 ,fs 为 采样 频率 。 

5. 11 试 确定 下 图 中 离散 时 域 系 统 的 频率 响应 ,并 确定 系统 出 现 幅 频 响 应 最 大 值 时 的 归 一 
化 频率 。 当 “为 何 值 时 该 最 大 增益 等 于 1? 画 出 此 时 的 幅度 与 相位 响应 。 


x(n) 
一 中 > 


y(n) 


5. 12 一 个 离散 时 域 系 统 的 差分 方程 为 ; 
342) 一 并 1 一 0.6y(z 一 1) 十 0. 16y(n—2) 
假设 采样 频率 为 1000 Hz, 试 确定 该 系统 在 下 面 频率 点 上 的 幅 频 响应 ; 
(1) f=0 
《2) f=250 Hz 
(3) f=500 Hz 
5. 13 ”确定 参数 A 的 范围 ,以 使 下 列 差分 方程 对 应 的 离散 系统 是 稳定 的 。 
(1) y(m iAyn—1)=8zr(n) 
(2) yD) — A y(n—2)=zr(n—2) 


第 6 章 
离散 时 域 系 统 实例 


本 章 要 分 析 的 几 个 离散 时 域 系 统 是 一 些 非 常 基本 的 数字 滤波 器 。 这 些 滤波 器 由 
于 简单 而 被 经 常 使 用 。 我 们 将 运用 前 几 章 学 到 的 离散 时 域 系 统 分 析 方 法 ,对 这 些 滤波 
器 的 特性 进行 描述 。 这 不 仅 有 助 于 掌握 离散 时 域 系 统 的 基本 分 析 方 法 ,而 且 也 有 利于 
理解 后 面 的 数字 滤波 器 和 离散 傅 里 叶 变 换 的 内 容 。 


6. 1 点 阻 滤波 器 


点 阻 滤波 器 的 特性 是 滤波 器 在 某 一 频率 上 的 增益 等 于 零 ,而 在 其 他 频率 上 的 增益 
等 于 1。 所 以 ,这 种 滤波 器 可 以 用 来 滤 除 某 个 特定 频率 处 的 品 声 或 不 需要 的 成 分 。 
一 个 二 阶 点 阻 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 : 

1 一 2(cos Oz !+z 
1—2rCcos Oz 十 天 二 
其 中 ,与 cos9 确定 了 滤波 器 的 零 极点 位 置 ,这 将 在 下 面 说 明 。 

作为 分 析 的 第 一 步 ,我们 先 画 出 滤波 器 的 零 极点 位 置 。 为 使 叙述 较为 清晰 ,我 们 
使 用 具体 的 参数 ,比如 ,6 一 60" 和 一 0.95。 此 时 式 (6-1) 变 为 ， 
1 一 z :十 z 


(6-1) 


H(z)= 


H(2) T1095 "40. 9020527 (6-2) 

传递 函数 (6-2) 的 两 个 零点 为 : 
zz 一 0.5 士 j0. 866 (6-3) 

传递 函数 (6-2) 的 两 个 极点 为 : 
zu 一 0.475 士 j0. 823 (6-4) 

式 (6-3) 和 式 (6-4) 可 以 写成 极 坐 标的 形式 : 
Za 2 一 1.0Xetins 

(6-5) 


zi 一 0.95Xetis 
把 零点 和 极点 用 极 坐标 式 (6-5) 表 示 之 后 ,就 可 以 很 方便 地 画 出 零点 .极点 在 z 平 
面 上 的 位 置 ,如 图 6-1 所 示 。 两 个 零点 和 两 个 极点 都 有 士 60" 的 幅 角 ,这 个 60" 的 角 就 是 
我 们 在 前 面 对 式 (6-1) 中 9 设 定 的 角度 。 其 中 的 两 个 零点 位 于 单位 圆 上 ,而 两 个 极点 分 
别 位 于 两 个 零点 所 在 的 半径 上 , 且 极 点 与 圆心 的 距离 为 0.95。 这 个 0. 95 的 距离 是 前 
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面 对 式 (6-1) 中 的 ~ 设 定 的 长 度 。 所 以 ,点 阻 滤波 器 是 通过 9 和 > 来 设置 零 极点 位 置 
的 ,并 以 此 规定 了 滤波 器 的 频率 特性 。 由 于 它 的 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 部 ,所 以 ,这 个 
点 阻 滤波 器 是 稳定 的 。 

下 面 计算 这 个 点 阻 滤波 器 的 幅 频 响 应 。 计 算 幅 频 
响应 的 方法 是 对 式 (6-2) 在 单位 圆 上 求 值 , 然 后 取 其 
模 。 但 首先 要 把 式 (6-2) 表 示 为 因 式 相 乘 的 形式 ,如 下 
所 示 : 


一 zz ') (1l—zoz !) _ 
ee 1》(1 一 ze !) (6-6) 


其 中 ,za 、zz .sa 、zw 是 滤波 器 的 两 个 零点 和 两 个 极点 ， 
并 由 式 (6-5) 确 定 。 为 了 便于 计算 ,我 们 对 式 (6-6) 的 
分 子 与 分 母 同 时 乘 以 交 。 这 样 , 式 (6-6) 变 为 ; 
图 6-1 一 个 二 阶 点 阻 滤波 器 _ (zz ) (z— zy ) 


H(z)=< 


的 零 极点 位 置 HT CT ) Caz) (6-7) 
现在 就 可 以 对 式 (6-7) 在 单位 圆 上 求 值 ,并 取 其 模 , 以 
此 确定 点 阻 滤波 器 的 幅 频 响应 
， _ | (ez, ) (eT —z,) 
|H(e®)| | (OT ) CET zy (6-8) 
我 们 把 式 (6-8) 中 的 归 一 一 化 频率 oT 写 为 ,因而 使 表达 式 更 加 从 洁 
x ) (Eo— zp) 
| Heo)| Ee 5 = (6-9) 


现在 令 从 0 变化 到 ,就 可 以 计算 出 这 个 点 阻 滤波 器 的 幅 频 响应 。 具 体 的 计算 
是 使 用 计算 机 完成 的 。 我 们 在 Q 从 0 到 的 范围 内 均匀 地 选择 了 34 个 频率 点 ,计算 结 
果 示 于 图 6-2 中 。 图 6-2 显示 了 滤波 器 的 点 阻 特性 。 在 0 二 x/3 的 频率 点 上 ,滤波 器 
的 增益 为 零 。 从 图 6-1 中 两 个 零点 的 位 置 也 可 以 看 出 这 个 滤波 器 的 点 阻 特性 ,因为 当 
归 一 化 频率 2 二 0 一 /3 时 , 式 (6-9) 分 子 中 的 两 条 矢量 中 的 一 条 矢量 的 长 度 等 于 零 。 
由 于 单位 圆 上 其 他 频率 点 到 零点 与 极点 的 距离 几乎 相等 ,所 以 在 低频 和 高 频 区 的 增益 
都 接近 于 1。 而 图 6-2 中 的 这 个 增益 略 大 于 1 ,因为 单位 圆 上 的 一 个 点 到 极点 的 距离 要 
略微 小 于 该 点 到 零点 的 距离 。 

从 图 6-2 可 知 ,在 Q 二 x/3 频率 附近 的 增益 和 相位 有 很 大 的 变化 率 。 为 了 分 析 这 
一 频率 附近 的 情况 ,我 们 把 图 6-1 中 这 一 区 域 放大 成 图 6-3 的 样子 。 图 中 的 极点 = ,到 
单位 圆 的 距离 为 0. 05。 在 零点 所 两 侧 的 单位 圆 上 确定 出 两 个 频率 点 f; 和 户 , 使 零点 
zu 到 这 两 个 频率 点 的 距离 都 等 于 0. 05。 这 样 ,就 在 图 中 构成 了 一 个 等 腰 直 角 三 角形 
《由 两 条 虚线 与 单位 圆 构成 ,并 把 单位 圆 的 这 一 部 分 看 作 一 条 直线 )。 因 此 ,从 户 或 所 
到 极点 zw 的 距离 都 等 于 0. 0707, 而 有 或 户 到 零点 za ( 即 点 阻 滤波 器 的 中 心 频率 ) 的 让 
离 为 0. 05。 所 以 ,点 阻 滤波 器 在 频率 等 于 fi 或 户 时 的 增益 等 于 0. 05/0. 0707 一 0. 707， 
也 就 是 一 3 dB。 因 此 ,所 或 户 就 是 这 个 点 阻 滤波 器 的 阻 带 的 两 个 端点 频率 ,或 者 说 ,这 
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个 点 阻 滤波 器 的 一 3 dB 带宽 等 于 户 一 方 一 0. 1。 


ICeig 


0.5 十 


0 T/3 2 5 
图 6-2 ”一 个 二 阶 点 阻 滤波 器 的 频率 响应 图 6-3 点 阻 滤波 器 一 对 零 极 点 的 邻 域 


显然 ,这 个 0. 1 的 带宽 是 归 一 化 的 频率 。 那 么 ,这 个 0. 1 的 带宽 究竟 是 多 宽 的 频带 
呢 ? 首先 ,我 们 把 它 与 采样 频率 相 比 。 因 为 归 一 化 的 采样 频率 等 于 2x, 所 以 ,这 个 比值 
等 于 0. 1/(2r) 二 0.05/r 一 0.0159, 即 等 于 采样 频率 的 0.0159。 因 此 ,如 果 采 样 频率 等 
于 8000 Hz, 那 么 ,这 个 点 阻 滤波 器 的 带宽 就 等 于 127 Hz。 从 图 6-3 可 以 看 出 ,这 个 带 
宽 可 以 容易 地 通过 极点 的 位 置 来 调节 :将 极点 沿 着 半径 向 单位 圆 移动 ,带宽 就 变 罕 , 反 
之 ,带宽 就 变 宽 。 

点 阻 滤波 器 在 零点 zu 附近 的 相位 变化 ,也 可 以 用 5.6 节 的 零 极 点 图 解法 进行 估 
算 。 但 因为 这 是 一 个 点 阻 滤波 器 ,所 以 ,这 一 频率 区 内 的 信号 成 分 已 被 大 大 衰减 了 , 它 
们 的 相位 也 就 不 那么 重要 了 。 我 们 可 以 确定 出 在 有 处 的 相 移 为 图 6-3 中 的 把 , 它 等 于 
一 45 ,而 户 处 的 相 移 应 该 是 十 45"。 当 从 五 沿 着 单位 圆 逐渐 接近 零点 zj 时 , 相 移 从 
一 45" 逐 渐变 为 一 90”; 当 越 过 零点 za 之 后 , 相 移 发 生 180” 的 突变 而 变 为 十 90", 然 后 逐渐 
减 小 , 当 到 达 户 时 , 相 移 变 为 十 45"。 

最 后 需要 说 明 的 是 ,在 上 面 估算 幅度 和 相 移 的 时 候 ,我 们 假设 系统 的 另 一 对 零 极 
点 (图 6-1 中 的 zs 和 zy) 之 间 的 距离 很 小 ,所 以 ,它们 对 上 面 讨论 的 z 和 ,频率 区 的 
影响 是 互相 抵消 的 。 


6.2 谐振 器 


谐振 器 的 频率 特性 正好 与 点 阻 滤波 器 相反 , 它 是 指 在 某 个 频率 上 的 增益 达到 最 大 
值 1, 而 在 其 他 频率 上 的 增益 都 远 小 于 1。 增 益 达 到 1 的 频率 点 就 是 谐振 器 的 谐振 频率 
点 。 一 个 二 阶 谐振 器 的 传递 函数 可 以 表示 为 ， 
bo (1 一 二 2? ) 
1 十 az ‘Taz 


H(z)= 
这 样 一 个 谐振 器 有 两 个 零点 ; 


(6-10) 
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Zatz 一 十] (6-11) 
谐振 器 的 两 个 极点 都 应 该 在 单位 圆 内 ,具体 的 极点 位 置 由 c: 和 w 确定 。 因 为 w 和 
a 都 是 实数 ,所 以 ,两 个 极点 必然 为 一 对 共 斩 复 数 ， 
za 一 去 ( Ul 士 ] VY 4a， 人 ) (6-12) 
利用 式 (6-11) 和 式 (6-12) 可 以 把 式 (6-10) 中 的 分 子 与 分 母 分 别 分 解 为 两 个 因 式 
的 连 乘 ， 


bo (2Z— za ) (2Z— Zz, ) 
CZ— Zp) CZ pe ) 


在 进一步 分 析 谐 振 器 特性 的 时 候 ,最 好 使 用 具体 的 数据 。 假 定 谐振 器 的 两 个 极点 
位 于 士 60° 的 半径 上 ,而 且 极 点 到 原点 的 距离 为 0.9。 我 们 来 确定 cl .as 和 6b,。 

首先 ,可 以 容易 地 确定 出 a; 和 a: 。 因 为 谐振 器 的 两 个 极点 位 于 士 60* 的 半径 上 ,而 
且 极 点 到 原点 的 距离 为 0. 9, 所 以 ,这 两 个 极点 可 以 用 极 坐 标 形式 写 为 ， 


H(z)= 


(6-13) 


Zpip2 — 0. 9et+ir3 (6-14) 
上 式 可 以 容易 地 改写 为 直角 坐标 的 形式 ， 
zol 一 0.45 士 j0. 779 (6-15) 


根据 二 次 三 项 式 根 与 系数 的 关系 ,或 者 把 式 (6-15) 代 人 式 (6-13) 的 分 母 中 ,就 可 
以 由 zol 和 zw 计算 出 式 (6- 10) 分 母 中 的 al 和 CQ2 ; 

ai 二 一 0.9 

2z 一 0.809 

名 的 作用 是 把 谐振 器 在 谐振 频率 点 上 的 增益 
调节 到 1。 为 了 计算 b, ,我 们 要 借助 谐振 器 的 零 极 
点 图 ,如 图 6-4 所 示 。 因 为 极点 非常 靠近 单位 圆 ， 
所 以 可 以 认为 归 一 化 的 谐振 频率 就 在 x/3 处 (当然 
还 有 一 x/3), 这 就 是 图 中 的 频率 点 exp(jr/3)。 从 
exp (jx/3) 到 两 对 零 极 点 的 距离 在 图 6-4 中 分 别 表 
示 为 B, ,B, 和 A As。 由 于 线段 Bi .B; 和 实 轴 构成 
一 个 直角 三 角形 ,所 以 ,B, 和 B; 的 长 度 为 ， 

全 了 OXsin (x/6)=1.0 


(6-16) 


(6-17) 
B;=2.0X¢cos C(x/6)=1.732 


图 6-4 ”谐振 器 的 零 极点 分 布 Al 是 从 极点 zi 到 exp(jx/3) 的 距离 ,等 于 0. 1。 
因为 极点 离 单位 圆 比较 近 , 所 以 可 以 认为 A; 是 从 
exp(jx/3) 到 exp( 一 jx/3) 的 距离 ,也 就 是 等 于 B; 的 长 度 。 因 此 ,可 以 确定 A 和 A; 的 长 


度 为 : 
性 2 1 
四 (6-18) 
4 一 2.0Xcos (x/6)=1.732 
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这 样 , 就 可 以 根据 式 (5-48) 和 式 (6-13) 计 算出 谐振 频率 点 上 的 增益 : 
po | 《er3 一 zi ) (ez )| bo BB,_ 10 -19 
[Cia ) Com za)| AA %” 6719) 


要 求 在 谐振 频率 点 上 的 增益 等 于 1, 即 : 
|Hie™s)|=6, X10=1 


[1HCe™)|= 


所 以 ,; 为 : 

b=0. 1 (6-20) 
计算 出 了 wa .os 和 久 之 后 ,谐振 器 的 传递 函数 (6-10) 就 可 以 改写 为 ; 

0. 1X (1—xz ’) 


H(z)= (6-21) 


1 一 0. 9 :十 0. 809z ? 
由 式 (6-21) 可 以 画 出 这 个 谐振 器 的 实现 框图 。 首 先 ,把 式 (6-21) 中 的 鼠 (z) 表 示 

为 Y(z)/X(z) ,并 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 X(z) ,以 去 除 等 式 左边 的 分 母 。 这 样 , 式 (6- 

21) 变 为 : 

0. 1X (1—xz :)X(z) 


Y(z) T1092 740 80927 (6-22) 
令 ; 
W(x) =. ge (6-23) 
利用 式 (6-23), 式 (6-22) 就 变 为 : 
Y(z)=W(z)—z *W(z) (6-24) 
我 们 还 可 以 把 式 (6-23) 和 和 式 (6-24) 转 化 为 一 个 差分 方程 组 ; 
wln)=0,1x(n)+0. 9w(n—1)—0.809w(n—2) (6_25) 


. Y=wn) — wn—2) 

根据 式 (6-23) 和 式 (6-24) ,或 者 根据 式 (6-25) ,就 可 以 画 出 图 6-5 这 样 的 谐振 器 实 

现 框图 。 这 个 谐振 器 的 幅 频 响 应 可 以 根 

据 零 极点 的 值 和 式 (6-13) 逐 点 算出 。 此 

外 ,我 们 也 可 以 用 6.1 节 类 似 的 方法 , 计 

算出 谐振 器 的 带宽 、 增 益 和 相位 特性 ,并 
调节 谐振 器 的 带宽 。 


6. 3 梳 状 滤波 器 


梳 状 滤波 器 的 基本 思路 是 :我 们 可 以 
通过 x 变量 的 代 换 ,使 离散 时 域 系统 的 频 
率 响应 在 [0,wsj 范 围 内 呈现 某 种 周期 性 。 图 6-5 一 个 二 阶 谐振 器 的 实现 框图 
所 以 ,我 们 先 来 说 明 如 何 使 频率 响应 呈现 
这 样 的 周期 性 ,然后 再 分 析 梳 状 滤波 器 。 


x(n) 
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6. 3. 1 频率 响应 在 [0,ws] 区 间 内 的 周期 性 


我 们 来 讨论 如 何 通 过 自 变 量 = 的 代 换 使 离散 系统 的 频率 响应 在 [0,ws] 区 间 内 具有 
周期 性 。 比 如 ,有 一 个 离散 时 域 系 统 的 传递 函数 为 昌 (z) ,那么 这 个 离散 系统 的 频率 响 
应 就 是 HCe”)。 由 于 e* 是 以 2 为 周期 的 ,所 以 ,HCe?) 一 定 也 是 以 2x 为 周期 的 。 
(这 当然 是 对 的 ,离散 时 域 系统 的 频率 响应 一 定 是 以 ws 为 周期 而 重复 的 )。 

我 们 现在 用 坟 代 替 五 (=) 中 的 =, 因 而 传递 函数 及 (z) 变 为 五 (六 ) 。 而 且 , 这 个 新 的 
传递 函数 五 (二 ) 的 频率 响应 应 该 等 于 H(e*7)。 

根据 上 面 关 于 e” 以 2r 为 周期 的 结论 ,新 的 传递 函数 的 频率 响应 日 (ex7) 一 定 也 
是 以 2r 为 周期 的 。 这 也 可 以 说 成 ,新 传递 函数 的 频率 响应 HH(e*7) 是 以 变量 wT 的 
2r/& 为 周期 的 。 所 以 ,用 将 代替 五 (= 中 的 >, 实 际 上 就 是 把 原先 传递 函数 万 (=) 在 [0， 
2x] 范 围 内 的 频率 响应 压缩 到 了 [0,2x/] 的 范围 内 ,而 且 在 [0,2x/&j 以 上 的 高 频 区 内 
还 顺序 地 复制 了 (& 一 1) 个 相同 的 频率 响应 。 

为 了 验证 这 个 周期 性 ,我 们 来 看 一 个 简单 的 传递 函数 . 

互 (z) 一 1 一 zx” 《6-26) 

这 个 传递 函数 有 一 个 零点 在 x 二 1, 如 图 6-6a 所 示 。 所 以 ,这 个 滤波 器 的 直流 增益 
为 零 , 具 有 高 通 的 特性 。 

如 果 用 代替 式 (6-26) 中 的 =, 就 得 到 一 个 新 的 传递 函数 ， 


H(z)=1—x « (6-27) 
为 了 便于 说 明 ,我们 假设 £ 二 8。 所 以, 式 (6-27) 变 为 ， 
Hs(z)=1~—z (6-28) 


根据 例 5-4 的 分 析 可 以 知道 , 式 (6-28) 的 8 个 根 应 该 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,并 可 

以 表示 为 : 
za 一 ee， m=0,1,2,..…,7 (6-29) 

这 8 个 根 就 是 H(z) 的 8 个 零点 ,并 画 在 了 图 6-6b 中 。 当 和 2 一 0 时 的 根 zj 就 是 式 
(6-26) 中 的 那个 零点 ,也 就 是 图 6-6a 中 的 那个 零点 。 

从 图 6-6b 可 以 看 出 ,传递 函数 H(z) 确 实在 8 个 等 间距 的 频率 点 上 复制 了 原来 伟 
递 函数 瑟 (z) 的 直流 增益 为 零 的 特性 。 

除了 把 H(z) 的 那个 零点 复制 成 了 H(z) 的 8 个 零点 之 外 ,H(z) 在 其 他 频率 点 上 
的 响应 值 也 同样 复制 了 五 (=) 相 应 频率 点 上 的 响应 值 ( 由 于 8 个 零点 之 间 的 相互 影响 ， 
这 种 复制 不 是 完全 相同 的 ,而 只 是 形状 相似 )。 这 将 在 下 面 讨论 梳 状 滤波 器 时 做 进 一 
步 说明 。 
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(a) 


图 6-6 H(z) 的 一 个 零点 被 H() 复 制 成 了 的 8 个 零点 


6. 3.2 梳 状 滤波 器 的 分 析 
我 们 回 到 梳 状 滤波 器 。 梳 状 滤波 器 的 基本 传递 函数 是 : 


~-l 
H(z) = 
1 一 Cz 


这 个 基本 梳 状 滤波 器 的 零 极 点 位 置 示 于 图 6-7a 中 。 因 为 它 的 一 个 零点 在 xz, 二 1， 
一 个 极点 在 加 一 a, 所 以 是 一 个 一 阶 高 通 滤波 器 , 它 的 频率 特性 与 式 (6-26) 相 似 。 在 式 
(6-30) 中 多 了 一 个 极点 ,是 为 了 调节 频率 特性 的 起 伏 。 具 体 地 说 ,是 为 了 调节 滤波 器 
的 频率 选择 性 ,也 就 是 调节 图 6-8 中 的 “梳子 齿 宽 ”"。 如 果 a 选择 得 比较 大 ,使 极点 非常 
贴近 单位 圆 上 的 零点 ,频率 响应 就 变 为 图 6-2 那样 的 点 阻 特性 ,有 很 强 的 频率 选择 性 。 
如 果 a 选择 得 很 小 ,极点 挤 在 原点 附近 ,频率 特性 就 变 为 一 些 缓坡 ,使 选择 性 很 弱 。 

实际 使 用 的 梳 状 滤波 器 可 以 简单 地 通过 用 六 代替 式 (6-30) 中 的 = 得到; 


vk 
Hi (2 =—HO) -Le (6-31) 
a 之 


这 个 梳 状 滤波 器 的 零 极点 位 置 示 于 图 6-7b 中 。 图 中 假定 & 一 8。 因 此 ,从 每 个 极 
点 到 原点 的 距离 为 a* 二 a%。 
梳 状 滤波 器 的 频率 响应 可 以 表示 为 : 
如 (1 一 ea ) 


Hi (en) 一 全 二 向 


利用 式 (6-32), 并 使 0Q 从 0 变化 到 r, 就 可 以 得 到 梳 状 滤波 器 的 频率 响应 。 我 们 把 
计算 得 到 的 幅 频 响应 画 在 图 6-8 中 。 从 图 中 可 以 看 出 ,由 于 & 一 8, 总 共有 8 个 频率 点 
上 的 响应 为 零 ( 图 中 只 画 出 从 0 到 范围 内 的 5 个 这 样 的 频率 点 )。 

我 们 现在 来 确定 式 (6-32) 中 的 6,。b 的 作用 是 把 频率 响应 的 最 大 值 调节 到 1。 

根据 图 6-7b 和 图 6-8 中 的 周期 性 和 对 称 性 ,6 的 值 可 以 在 增益 取得 最 大 值 的 任意 
一 个 频率 点 上 进行 确定 , 比如 选择 Q 一 x/8, 如 图 6-7b 和 图 6-8 所 示 。 

根据 式 (6-32), 由 于 一 8 ,我 们 得 到 ， 


bo (1—e ws) 
[Hae ) | = | 


1 (6-30) 


(6-32) 


| 26o 
Ta 
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© £8 
(a) 基本 梳 状 滤波 器 的 零 极 点 (b) 实用 梳 状 滤波 器 的 零 极点 
图 6-7 梳 状 滤波 器 的 零 极点 图 


[Heio)| 


0.5 


+ -+ -+ + 2 
0 mg m4 m2 3r/4 下 


图 6-8 梳 状 滤波 器 的 幅 频 响应 ,x 二 8,a!* 二 0. 8,6 二 0. 584 
如 果 选 择 a 二 0.8, 即 极点 到 原点 的 距离 为 0.8( 图 6-7b 中 的 情况 ), 那 么 a 二 
0. 16777。 包 的 值 为 ， 


一 0.584 


_ 1+a _ 1 十 0.16777 
bo 


最 后 对 梳 状 滤波 器 的 分 析 与 设计 做 一 个 归纳 。 梳 状 滤波 器 的 传递 函数 为 
式 46-31), 它 有 3 个 参数 :确定 频率 响应 在 区 间 [0,ws] 内 的 重复 周期 数 , 包 用 于 调节 频 
率 响应 的 最 大 值 ,a 用 于 调节 频率 选择 性 。 梳 状 滤波 器 因 其 幅 频 响应 的 形状 而 得 名 ,在 
抑制 工 频 谐 波 干 扰 和 雷达 信和 号 处 理 等 方面 有 许多 用 途 。 


6. 4 平均 滤波 器 
平均 滤波 器 也 许 是 一 种 最 简单 的 数字 滤波 器 , 因而 也 是 最 常用 的 滤波 器 之 一， 我 


们 在 2. 1 节 中 曾经 提 到 过 这 种 滤波 器 。 它 是 对 最 近 的 C(M 十 1) 个 样 点 取 平 均值 作为 输 
出 。 平 均 滤 波 器 的 时 域 表 达 式 可 以 写 为 ， 


M 
>(0D 一 Hi 2) zn—m) (6-33) 
由 上 式 可 以 得 出 平均 滤波 天 的 传递 函数 . 
1 MO 1 1— 2 MtD 
到 (二 了 2 2 "Mii 1 (6-34) 


为 了 便于 求解 零点 ,我 们 对 式 (6-34) 的 分 子 与 分 母 同 时 乘 以 zf: ,因此 , 式 (6-341) 
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变 为 ， 
一 2 一 1 
HW =HFI "2 
从 式 (6-35) 右 边 的 后 一 个 分 式 的 分 子 可 以 求 得 平均 滤波 器 的 CM 十 1) 个 零点 。 这 
个 求解 方程 是 : 


(6-35) 


zl=1 
从 这 个 零点 求解 方程 可 知 , 它 的 CM 十 1) 个 零点 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,为 : 
zm— Ee MD, m=0,1,2,.%…,M (6-36) 
其 中 , 当 m 二 0 时 的 零点 zw 位 于 exp0j0) 二 1。 但 这 个 零点 实际 上 被 分 母 中 的 极点 z, 二 1 
所 抵消 。 因 此 ,这 个 滤波 器 其 实 只 有 M 个 零点 。 图 6-9 画 出 了 这 个 平均 滤波 器 的 零点 
分 布 ,其 中 M7。 

在 准确 地 计算 出 平均 滤波 器 的 频率 响应 之 前 ,我 们 先 从 图 6-9 中 的 零点 分 布 来 粗略 
估算 这 个 滤波 器 的 幅 频 响 应 。 由 图 6-9 可 知 ,滤波 器 幅 频 响应 的 最 大 值 出 现在 归 一 化 频 
率 0 一 0 的 频率 上 , 即 直 流 零 频 。 当 0 逐渐 增 大 时 ,位 于 单位 圆 上 的 频率 点 exp(jD) 与 最 
近 的 那个 零点 的 距离 逐渐 变 小 ,因而 使 增益 从 最 大 值 逐 渐 下 降 , 并 在 0 二 x/4 时 到 达 滤 波 
器 的 第 一 个 零点 ,使 增益 降 到 零 。 然 后 , 随 着 0 的 继续 增 大 ,增益 也 逐渐 增加 ,并 在 大 约 
人 0 一 3x/8 时 达到 第 一 个 局 部 极 大 值 。 之 后 ,增益 又 在 0 二 x/2 时 回 到 零 。 这 样 再 循环 两 
次 之 后 , 归 一 化 频率 Q 达到 r, 滤波 器 的 增益 达到 它 的 第 四 个 零 值 。 在 这 个 过 程 中 ,单位 
圆 上 的 频率 点 exp(jQ) 与 多 数 零点 的 距离 越 来 越 小 ,所 以 ,这 3 个 局 部 极 大 值 也 越 来 越 
小 。 这 就 是 图 6-11 中 的 幅 频 响应 曲线 。 在 * 到 2x 的 频率 范围 内 的 滤波 器 增益 与 0 到 x 
范围 内 的 增益 是 完全 对 称 的 。 

我 们 也 可 以 从 时 域 来 解释 平均 滤波 器 的 频率 特性 。 当 增加 频率 使 0 二 x/4 时 , 滤 
波 上 器 到 达 了 第 一 个 零点 ,这 就 是 图 6-10a 中 的 情况 ,图 中 使 用 了 正弦 信号 ,采样 周期 为 
T, 信 号 周期 为 T,。 这 时 ,信和 号 频率 等 于 采样 频率 的 1/8, 或 者 说 ,在 信号 的 一 个 周期 内 
有 8 个 样 点 。 而 这 样 的 8 个 样 点 一 定 均匀 地 分 布 在 正弦 信号 的 一 个 周期 中 , 比如 图 6- 
10a 中 标 有 1 到 8 的 这 8 个 样 点 。 显 然 , 这 8 个 样 点 的 平均 值 一 定 为 零 。 


O74 


站 3r/2 
图 6-9 平均 滤波 响 的 零点 分 布 图 6-10 平均 滤波 器 频率 响应 的 零 值 与 极 大 值 的 时 
: 域 解释 :(a) 为 0 二 x/4,(b) 为 Q==3n/8 
此 外 , 当 频 率 上 Q 增 加 到 位 于 两 个 相 邻 零点 之 间 的 中 点 (比如 Q= 二 3x/8) 时 ,就 有 图 
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6-10b 中 的 情况 (这 时 的 信号 周期 缩短 到 了 Th)。 这 时 ,连续 的 8 个 样 点 构成 了 信和 号 的 
1.5 个 周期 ,如 图 6-10b 中 标 有 3 到 10 的 这 8 个 样 点 。 在 这 8 个 样 点 中 ,一 定 有 半 个 周 
期 的 样 点 没有 被 抵消 ,因而 使 增益 达到 一 个 局 部 极 大 值 。 

平均 滤波 器 的 幅 频 响应 可 以 容易 地 由 式 (6-34) 导 出 : 


1 一 @ iM+ DA 
H‘e) NH 1 一 人 
对 上 式 右 边 的 分 子 提取 公 因 子 exp[ 一 j(M 十 1) 0Q2/2], 对 分 母 提 取 公 因子 
exp( 一 jf2/2) ,再 使 用 欧 拉 恒 等 变换 之 后 , 式 (6-37) 变 为 


(6-37) 


ez sin [CMH1)0/2] 
H(e?)= MT | (6-38) 
由 式 (6-38) 得 到 平均 滤波 器 的 幅 频 响 
1 |sin [M+ 1)0/2] _ 
| Ce ) | 一 HI sm CO 分 人 (6-39) 
IHlein) 


1.0 


0.57 


m4 3n8 m2 Sm m4 7Tr8 Xx 


图 6-11 平均 滤波 器 的 幅 频 响应 


当 M 确 定之 后 ,可 以 根据 式 (6- 39) 计 算出 平均 让 流 基 异 频 响应 应 的 具体 数据 ,并 把 
这 些 数据 画 成 幅 频 响应 曲线 ,如 图 6-11 所 示 , 图 中 M==7。 从 图 6-11 中 的 曲线 可 以 看 
出 ,平均 滤波 器 具有 低 通 的 特性 ,而 且 在 rw/4、x/2、3r/4.r 这 4 个 归 一 化 频率 点 上 的 增 
益 为 零 ,在 超过 x 的 5x/4、3x/2、7x/4 这 3 个 频率 点 上 的 增益 也 必然 为 零 。 上 述 这 7 个 
增益 为 零 的 频率 点 正好 对 应 图 6-9 中 的 7 个 零点 位 置 。 

在 结束 平均 滤波 器 讨论 之 前 ,我 们 想 握 及 另外 两 个 与 平均 滤波 器 很 相似 的 滤波 
器 :移动 平均 滤波 器 和 sinc 滤波 器 。 

移动 平均 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 ; 

Bl(z)—=b to tbyz ™ (6-40) 

其 中 ,系数 b、b 、… .bu 是 根据 当前 被 处 理 信号 的 统计 特性 确定 的 ,所 以 这 种 滤波 器 的 
频率 特性 反映 了 被 处 理 信 号 的 特性 ,因而 就 不 是 一 个 移 不 变 系统 。 相 比 之 下 ,本 节 所 
讨论 的 平均 滤波 器 是 比较 简单 的 ,所 以 ,有 时 也 叫 “ 简 单 平均 滤波 器 ”。 

sinc 滤波 器 是 指 这 样 一 类 滤波 器 , 它 的 幅 频 响应 有 sinc 函数 的 形式 ,可 表示 为 ， 
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sin (nf2) 
盖 -一 一 一 6-41 


| Heo) | = 


其 中 ,n 为 一 个 任意 的 整数 ;0 为 归 一 化 频率 。 

在 sinc 滤波 器 中 ,分 子 正 弦 函 数 中 的 nQ 是 与 分 母 相 同 的 ,如 式 (6-41) 那 样 。 当 0Q 
从 0 变化 到 时 ,分 子 的 正弦 函数 已 经 变化 了 整整 w/2 个 周期 ,而 分 母 的 am 则 随 Q 的 
增加 做 线性 增长 。 所 以 ,整个 分 式 的 值 在 Q=0 时 达到 最 大 值 1, 然 后 随 着 0 的 增加 而 
画 出 一 条 衰减 的 振荡 曲线 。 

把 式 (6-39) 与 式 (6-41) 相 比 可 以 发 现 , 式 (6-39) 中 的 分 子 正 弦 函 数 的 弧度 数 与 分 
母 不 相同 。 但 如 果 把 式 (6-39) 中 的 两 个 分 母 合 在 一 起 ,就 可 得 到 : 


ao、 | | sin ECM+1)0/2] 
|H(e) | ED 


由 式 (6-42) 可 知 , 式 (6-39) 非 常 相似 于 sinc 函数 ,尤其 在 0 很 小 而 使 分 母 中 的 
sin((2/2) 比较 接近 2/2 的 时 候 。 


6.5 全 通 滤波 器 


全 通 滤 波 器 的 功能 是 改变 信和 号 中 某 些 频率 成 分 的 相位 ,以 实现 相位 均衡 。 它 的 幅 
频 响应 恒 等 于 1 ,与 频率 无 关 , 因 此 可 以 写 为 ， 
| HCe*)|=1 (6-43) 
全 通 滤波 器 的 一 个 特点 是 , 它 的 零 极 点 总 是 成 对 出 现 的 ,而 且 每 一 对 零 极点 有 相 
同 的 幅 角 ,但 它们 的 模 互 为 倒数 。 所 以 ,这 样 的 一 对 零 极 点 可 以 写 为 : 


[re 
r (6-44) 
2 一 rel 

我 们 先 来 证 明 由 这 样 一 对 零 极 点 组 成 的 滤波 器 在 幅度 上 具有 全 通 的 特性 ;然后 再 
讨论 全 通 滤波 器 的 相位 特性 。 

图 6-12 中 的 z, 和 z, 就 是 这 样 的 一 对 零 极 
点 。 图 中 的 A 是 单位 圆 上 的 一 个 任意 频率 点 ， 
零 极 点 的 位 置 由 式 (6-44) 确 定 。 我 们 需要 证 明 ， 
由 这 样 一 对 零 极 点 所 产生 的 幅 频 响应 与 频率 无 
关 , 或 者 说 ,这 样 一 对 零 极点 在 全 部 频率 范围 内 
具有 恒定 的 幅 频 响应 。 

为 此 ,我 们 用 虚线 把 O、z,、z, 与 4 连接 起 
来 ,如 图 6-12 所 示 。 可 以 看 出 ,由 这 一 对 零 极 点 
引起 的 ,在 频率 点 A 的 增益 应 该 等 于 线段 (A 一 
z) 除 以 线段 (A 一 z,)。 图 6-12 具有 全 通 特性 的 一 对 零 极点 

在 图 6-12 中 ,有 两 个 三 角形 是 相似 三 角形 :; 


(6-42) 
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三 角形 0 一 A 一 z, 和 三 角形 0 一 z, 一 A。 因 为 它们 有 一 个 公共 角 z, 一 O--A, 而 且 根 据 式 
C6-44) 可 知 ,这 个 公共 角 的 两 条 对 应 边 成 比例 ,这 就 是 : 
DA_ Te 
re 起 (6-45) 
由 两 个 三 角形 相似 可 知 对 应 边 成 比例 ,因此 ,由 这 一 对 零 极 点 所 确定 的 ,在 频率 A 
处 的 增益 可 以 表示 为 : 
频率 点 A 的 增益 二 人 一 Qa 1 (6-46) 
Az，Oz。 7 
由 于 频率 点 A 是 任意 选取 的 ,所 以 ,我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 结论 :这 样 一 对 零 极点 
在 所 有 频率 点 上 引起 的 增益 都 是 相等 的 ,而 且 都 等 于 1/r。 这 就 证 明了 这 样 一 对 零 极 


点 的 全 通 特性 。 


由 于 全 通 滤波 器 是 实 系数 的 ,所 以 , 零 
点 与 极点 都 是 以 共 恩 复数 的 形式 成 对 出 现 
的 。 因 此 ,对 于 式 (6-44) 中 的 一 对 零 极点 ， 
也 必然 存在 另 一 对 共 斩 的 零 极 点 。 这 样 就 
构成 了 两 对 零 极点 ,并 可 写 为 : 


之 zl ,z2 = ew 
a (6-47) 


Zpl,p2 Te 


这 两 对 零 极点 的 位 置 示 于 图 6-13 中 。 
Me 所 构成 一 


HC)=—7 ee 2 Ce ze) (6-48) 
pl D(z Zp2 ) 
其 中 ,因子 天 是 为 了 使 全 通 滤波 器 的 增益 等 于 1[ 由 式 (6-46) 可 知 , 一 对 零 极 点 的 增益 
为 1/ 四。 把 式 (6-47) 中 的 零 极 点 代 人 式 (6-48) ,然后 展开 式 (6-48) ,得 到 ， 
yy(《z 一 rel)(z 一 rre ?) 
H(z2)=r (z—res) (z—re y) 
_ (rz—e?) (rz—e ») 
(z—re?) (z—re 3) 
7 好 一 2r(cos 0)z 十 ] 
2 2r(cos Oz 
_ 2r(cos Ox 十 zx 
1]—2r(cos Oxz 1 十 jx 
式 (6-49) 是 二 阶 全 通 滤波 器 传递 函数 的 一 般 形式 ;其 中 ,r 为 极点 到 原点 的 距离 ,9 
为 零 极 点 所 在 半径 的 幅 角 。 
式 (6-49) 可 以 写成 另 一 种 形式 : 


H(z)= 


(6-49) 


az Taz Tz? 


1+az 十 az 2 C6-50) 
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其 中 ,a 三 一 2rcosg,as 一 产 。 从 式 (6-49) 和 式 (6-50) 可 知 , 全 通 滤波 器 传递 函数 的 分 子 
与 分 母 中 的 系数 是 对 称 的 ,所 以 ,描述 一 个 二 阶 全 通 滤波 器 只 要 两 个 参数 , 即 > 与 0 或 
者 ai 与 C2 。 

全 通 滤波 器 的 主要 用 途 是 修改 信和 号 的 相位 。 为 此 ,我 们 来 计算 一 个 二 阶 全 通 滤 波 
器 的 相 频 特性 。 为 了 便于 计算 ,假设 滤波 器 的 两 个 系数 为 ， 


(一 8 (6-51) 
0=x/4 
因而 ,全 通 滤波 器 的 两 对 零 极 点 为 : 
之 z1 ,22 二 1. 25 eis 
| , (6-52) 
zp,p2 一 0， 8&etit 
把 上 式 代 人 人 式 (6-48) ,就 得 到 这 个 全 通 滤波 器 的 传递 函数 ， 
— jr/ — —jxf 
Hz) =0.64x 2 1.25e™* ) Cz—1. 25e jw) “6_.53) 


(Cz 一 0.8er ) Cz—0. 8e 4) 
把 上 式 转换 成 频率 响应 的 形式 ,然后 使 频率 0 沿 着 单位 圆 从 0 变 到 x, 就 可 以 计算 出 这 
个 滤波 器 的 相位 特性 ,如 图 6-14 所 示 。 由 图 6-14 可 知 , 当 频率 达到 x/4 时 ,相位 的 改 
变量 达到 *, 其 他 频率 上 的 相位 改变 量 都 小 于 r。 

注意 :图 6-14 中 那 条 垂直 的 虚线 不 是 相位 突变 。 当 相位 超出 [一 x,mj 之 后 ,可 以 
加 或 减 2x, 使 其 回 到 [一 x,xj] 的 范围 。 所 以 ,在 整个 频率 范围 内 , 相 移 是 连续 的 。 


图 6-14 二 阶 全 通 滤波 器 的 相 频 响应 ,r= 一 0. 8,0 一 r/4 
由 图 6-14 还 可 以 看 出 ,相位 的 修改 不 像 幅度 修改 那么 容易 ,一 般 是 比较 困难 的 。 
但 如 果 把 图 6-13 中 的 零 极 点 移 到 非常 贴近 单位 圆 的 时 候 , 全 通 滤波 器 的 相 频 特 人 性 可 
以 变 为 只 在 一 个 频率 点 上 有 180 的 相 移 ,而 在 其 他 频率 上 的 相 移 都 几乎 等 于 零 。 


习题 


6.1 一 个 两 项 简单 平均 滤波 器 的 差分 方程 为 ， 
ynTD)=0. 5Lzx(nTD)+zrnT—T)] 
试 确定 系统 的 传递 函数 ,并 画 出 系统 的 幅 频 与 相 频 响 应 曲线 。 
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6.2 找 出 下 面 梳 状 滤波 器 传递 函数 中 的 六 ,使 滤波 器 的 峰值 增益 等 于 1 ,并 画 出 滤波 器 的 零 
极点 图 和 幅 频 响应 。 


二 8 

6.3 一 种 简单 而 有 用 的 滤 除 了 侣 声 的 技术 叫 籁 “5 平均 与 7 平均 方法 ”。 它 由 一 个 5 样 点 平均 
滤波 器 和 一 个 7 样 点 平均 滤波 器 串联 而 成 。 

(1) 给 出 整个 滤波 器 的 冲击 响应 h(n)。 

(2) 计算 出 整个 滤波 器 的 时 间 延 迟 。 

《3) 画 出 整个 滤波 器 的 零 极点 图 。 

6.4 一 个 一 阶 低 通 滤波 器 的 传递 函数 为 ， 

1 十 w 


工 一 cz 


H(z)=b, 
(1) 画 出 滤波 器 大 概 的 幅 频 响应 。 
(2) 计算 增益 峰值 出 现 的 频率 点 以 及 使 峰值 增益 等 于 1 的 刀 值 。 
(3) 找 出 参数 c, 使 3 dB 截止 频率 w= 二 0. 01ws ,其 中 ws 为 采样 频率 。 
6.5 一 个 离散 系统 有 下 列传 递 函 数 : 


H(z)= 


i» |z|>c,， c>0 


1 二 2z :十 xz 
1 一 0. lz '—1. 32z™? 
(1) 判定 该 滤波 器 是 否 稳定 。 为 什么 ? 
(2) 如 果 不 稳定 , 试 给 出 稳定 的 且 具 有 相同 幅 频 响应 的 传递 函数 。 
(3) 画 出 最 后 的 离散 系统 的 幅 频 响应 曲线 。 
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数字 滤波 器 的 设计 目标 是 找 出 满足 要 求 的 系统 传递 函数 或 冲击 响应 。 这 可 以 分 
为 两 种 设计 方法 :IIR 滤波 器 的 设计 方法 和 FIR 滤波 器 的 设计 方法 。 我 们 将 分 别 讨论 
这 两 种 数字 滤波 器 的 设计 方法 。 由 于 今天 的 滤波 静 设 计 大 多 可 以 使 用 设计 工具 来 完 
成 ,所 以 ,在 本 章 的 最 后 将 概要 介绍 如 何 利 用 MATLAB 进行 数字 滤波 器 设计 。 


模拟 滤波 器 设计 


把 模拟 滤波 器 设计 作为 本 章 的 开始 ,有 两 个 目的 。 首 先 , IIR 数字 滤波 器 的 设计 是 
从 模拟 滤波 器 开始 的 ;其 次 ,对 模拟 滤波 器 特性 的 描述 同样 适用 于 数字 滤波 器 的 分 析 
与 设计 。 


7.1.1 常用 模拟 滤波 器 


在 讨论 泪 波 器 的 时 候 , 我 们 总 要 先 说 明 什么 是 理想 滤波 器 。 理 想 滤 波 器 是 一 种 只 
有 通 带 和 阻 带 而 没有 过 渡 带 的 滤波 器 。 而 且 , 通 带 中 的 增益 为 常数 , 阻 带 中 的 增益 为 
零 。 由 于 理想 滤波 器 从 通 带 到 阻 带 是 完全 陡 直 的 ,所 以 也 被 叫做 “ 砖 墙 ” 滤 波 器 。 理 想 
滤波 器 是 不 可 实现 的 。 

实际 滤波 器 的 频带 分 为 3 部 分 : 通 


7. 1 


通 带 允许 的 


A 
带 .过 湾 带 和 阻 带 , 如 图 7-1 所 示 。 通 带 0 :一 波动 范围 过 滤 带 允许 
内 的 增益 不 必 是 常数 ,可 以 有 一 些 波动 ; 的 滚 降 率 


阻 带 内 的 衰减 不 必 是 零 , 但 必须 小 于 革 
个 值 ; 过 渡 带 的 宽度 不 必 为 零 , 但 希望 滚 
降 率 大 一 些 , 因 而 过 渡 带 可 以 罕 一 些 。 
有 时 ,我们 对 实际 滤波 器 也 还 有 群 延 迟 
的 要 求 ( 群 延 迟 定 义 为 相 移 对 于 频率 的 


0ie 一 通 带 一 | 一 过 渡 带 一 >|< 一 阻 带 一 > 


， 。 阻 带 允许 的 
: “最 小 训 减 
i 


/ 
图 7-1 实际 滤波 器 的 通 带 、 过 渡 带 和 阻 带 


导数 的 负 值 ,用 来 表示 同一 频带 内 的 相 移 特性 )。 比 如 , 通 带 内 的 群 延迟 尽 可 能 地 比较 
恒定 。 对 过 渡 带 和 阻 带 内 的 群 延 迟 一 般 没有 什么 要 求 和 限制 。 此 外 ,这 里 所 氢 述 的 滤 
波 器 都 是 指 低 通 滤 波 器 ,但 所 描述 的 特性 同样 适用 于 带 通 . 带 阻 或 高 通 滤 波 器 。 
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对 于 图 7-1 中 的 滤波 器 要 求 ,可 以 用 不 同类 型 的 滤波 器 来 实现 。 下 面 对 4 种 常用 
的 模拟 滤波 器 做 一 个 简要 说 明 ,图 7-2 中 画 出 了 这 4 种 滤波 器 的 归 一 化 幅 频 响应 。 这 
个 归 一 化 有 两 个 意思 :首先 是 指 低 通 滤波 器 ,其 次 是 指 滤波 器 的 截止 频率 等 于 1 rad/s。 
在 一 般 的 滤波 器 设计 书籍 和 手册 中 都 可 以 找到 模拟 滤波 器 的 设计 数据 。 

巴特 沃 斯 滤波 器 (图 7-2a) 也 许 是 最 常用 的 一 种 滤波 器 , 它 的 特点 是 通 带 内 有 最 大 
的 平坦 性 ,也 有 和 较 好 的 群 延迟 。 通 带 的 边缘 (也 就 是 截止 频率 ) 定 义 为 增益 降低 到 直流 
增益 的 一 3 dB 的 频率 点 。 在 全 部 频率 范围 内 , 它 的 增益 随 频 率 的 增加 而 单调 下 降 。 

第 一 类 切 比 雪夫 滤波 器 (图 7-2b) 通 带 内 的 增益 呈 等 纹 波 的 起 估 。 正 因为 这 个 起 
伏 , 才 使 它 的 过 渡 带 有 比较 陡 的 滚 降 率 。 在 通 带 之 外 的 增益 呈 单 调 下 降 。 它 比 巴 特 活 
斯 渡 波 器 的 截止 特性 好 。 通 带 内 增益 的 起 伏 是 可 以 选择 的 。 图 7-2b 中 选择 的 6 dB 是 
比较 大 的 ,完全 可 以 选择 得 更 小 ,比如 1 dB 或 更 小 。 

第 二 类 切 比 雪夫 滤波 器 (图 7-2c) 在 通 带 内 是 单调 下 降 的 ,但 在 阻 带 内 是 等 纹 波 
的 。 阻 带 的 开始 点 是 可 以 选择 的 ,图 7-2c 中 选择 了 一 20 dB 为 阻 带 的 最 小 衰减 量 。 

椭圆 滤波 器 (图 ?7-2d) 是 第 一 类 和 第 二 类 切 比 雪夫 滤波 器 的 组 合 。 它 在 通 带 和 阻 
带 内 的 增益 都 是 有 起 伏 的 。 椭 圆 滤波 器 的 优点 是 有 最 宕 的 过 渡 带 。 图 7-2d 中 选择 了 
6 dB 的 通 带 纹 波 和 一 20 dB 的 阻 带 最 小 衰减 。 


4 网 


1 rad/s 4 


(b) 第 一 类 切 比 雪夫 滤波 器 


(c) 第 二 类 切 比 雪夫 滤波 器 (d) 椭 浪 滤波 器 
图 7-2 4 种 常用 滤波 器 的 归 一 化 幅 频 响 应 


7. 1.2 滤波 器 的 频率 变换 


滤波 器 设计 手册 上 查 到 的 滤波 器 都 是 归 一 化 的 低 通 滤波 器 。 在 实际 设计 滤波 器 
时 ,要 把 这 些 归 一 化 的 滤波 器 转换 成 所 需 的 滤波 器 ,这 个 过 程 叫 滤波 器 的 频率 变换 , 包 
括 频带 伸缩 和 频带 转换 。 
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1. 频带 伸缩 
频带 伸缩 的 目的 是 把 1 rad/s 的 归 一 化 截止 频率 按 比 例 扩 大 到 所 需 的 截止 频率 wx 
上 。 方 法 很 简单 ,只 要 在 归 一 化 滤波 器 的 传递 函数 中 用 */uc 人 代替 *。 下 面 就 是 这 样 的 
一 个 例子 。 
要 求 找 出 一 个 截止 频率 等 于 150 Hz 的 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 。 
由 手册 可 以 查 得 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 为 ， 
五 (5) 


把 s/ax 代 蔡 上 式 中 的 之 后 ,就 可 得 到 ，: 


(7-1) 


1 
3 十 25 十 25 十 1 


Hi (s)=— 1 一 we 
(s/we)’ +2Cs/we) 2(s/we) Tl $2wcs + 2s 
其 中 ,wc 为 所 需 的 截止 频率 。 
再 把 x 二 2xX150 二 300x 代入 上 式 , 就 得 到 所 要 的 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 ， 
837 169 470 
5 十 18855 十 1 776 529s 十 837 169 470 


Hi(s)= 


2. 低 通 转换 成 高 通 

把 低 通 滤波 器 转换 成 高 通 泪 波 器 的 方法 是 用 wc/s 代替 低 通 滤波 器 中 的 *, 其 中 的 
we 是 所 需 的 高 通 滤波 器 的 截止 频率 。 

比如 有 一 个 归 一 化 的 一 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 : 


1 
H(s)= (7-2) 
在 用 wc/s 代替 上 式 中 的 * 之 后 ,就 得 到 截止 频率 等 于 网 的 高 通 滤波 器 ， 
1 _s _ 
Ey 《7-3) 


下 面 验证 这 个 高 通 泪 波 器 。 在 直流 情况 下 ,* 一 ji0 一 0, 所 以 , 式 (7-3) 中 的 高 通 滤波 
器 的 增益 等 于 零 。 当 频率 为 无 穷 大 时 ,s* 一 jcoe, 因 此 , 式 (7-3) 中 的 we 可 以 略 去 ,增益 就 
等 于 1。 当 频率 等 于 we 时 ,s 二 jwc。 把 它 代 人 式 (7-3) 之 后 ,就 得 到 滤波 器 的 增益 等 于 
0. 707。 所 以 ,这 个 滤波 器 确实 是 所 需要 的 高 通 滤波 器 。 

3. 低 通 转换 成 带 通 

带 通 滤波 器 的 设计 目标 是 wc 和 ws, 其 中 ,wc 为 带 通 滤 波 器 的 中 心 频率 ,ws 为 通 带 的 
宽度 。 当 把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 通 滤波 器 的 时 候 ,wc 对 应 于 原来 归 一 化 滤波 
器 的 零 频 ,而 通 带 的 两 个 端点 频率 wu 和 几 对 应 于 归 一 化 滤波 器 的 截止 频率 ,而 且 , 带 
通 滤波 器 的 遂 带 中 心 频 率 应 该 是 通 带 的 两 个 端点 频率 的 比例 中 项 ,这 就 是 哗 一 war。 

把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 通 滤波 器 的 方法 ,就 是 用 (? 十 只)/(sus) 代 蔡 归 
一 化 滤波 器 传递 函数 中 的 *, 这 可 以 写 为 : 

FeC9 一 有 (二 全 ) (7-4) 
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其 中 ,HCGs) 为 归 一 化 滤波 器 的 传递 函数 , He(s) 为 我 们 想 要 的 带 通 滤波 器 的 传递 冰 数 。 

我 们 仍然 用 式 (7-2) 中 的 一 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传递 函数 作为 归 一 化 滤波 器 的 传 
递 函 数 。 在 使 用 了 式 (7-4) 中 的 变量 代 换 之 后 , 式 (7-2) 就 变 为 我 们 所 要 的 带 通 滤波 器 
的 传递 丁 数 : 


Hy Cs) 一 (7-5) 


8 
Te Fak 

下 面 验证 式 (7-5) 频 率 变换 的 正确 性 。 首 先 验 证 中 心 频率 wc。 为 此 ,只 需 将 jwc 代 
替 式 (7-5) 中 的 *。 代 人 之 后 , 式 (7-5) 变 为 ， 


Hy)| 一 一 cea 一 1 
sj CC TT jwcwp TT we 
上 式 指 出 带 通 滤波 器 中 心 频 率 we 处 的 增益 为 1。 这 就 是 说 ,我 们 确实 把 归 一 化 滤 
波 器 的 直流 增益 搬移 到 了 带 通 滤波 句 的 中 心 频率 uc 处。 
在 验证 滤波 器 通 带 的 时 候 , 先 要 计算 出 带 通 滤波 器 的 高 低 截止 频率 。 根 据 wc 与 通 
带 两 端 截 止 频率 之 间 的 比例 中 项 关系 ,可 以 计算 出 通 带 的 高 低 截止 频率 : 


一 方 (V 亿 和 oR tw) (7-6) 


为 了 便于 说 明 ,我 们 使 用 具体 的 数据 。 比 如 ,需要 的 带 通 滤波 器 的 通 带 中 心 频 率 
wc 二 100, 通 带 的 带宽 ws 二 10。 因 此 ,由 式 (7-6) 可 以 计算 出 通 带 的 高 低 截止 频率 ;wn 二 
105. 125 ,c=95, 125。 

首先 验证 wm 是 通 带 的 低 端 频率 。 把 * 一 jw. 一 j95. 125 代 人 式 (7-5) 中 ,同时 也 要 把 
we 一 100 和 we 二 10 一 起 代 人 式 (7-5) 中 。 代 人 之 后 ,得 到 通 带 低 端 频率 处 的 增益 ， 


加 j95, 125 X10 
Huw ls) sia 一 9048. 75 十 j95. 125X10 十 10 000 


__ j951.25 
951. 25 十 j951. 25 


1 


1 一 j 
二 0. 707 45° 

所 以 ,滤波 器 通 带 低 端 频率 处 的 增益 为 0. 707( 或 一 3 dB) ,确实 等 于 归 一 化 低 通 滤波 器 
截止 频率 处 的 增益 。 

如 果 把 通 带 高 端的 频率 值 wa 一 105. 125 代入 式 (7-5), 可 以 得 到 同样 的 结果 。 所 
以 , 式 (7-4) 的 频率 变换 是 正确 的 。 

由 式 (7-4) 和 式 (7-5) 还 可 以 看 出 , 带 通 滤波 器 的 阶 数 是 低 通 滤波 器 的 两 倍 。 此 
外 ,把 归 一 化 的 低 通 滤波 器 转换 成 带 阻 滤波 器 的 方法 是 相似 的 。 最 后 ,我 们 把 几 种 频 
率 变换 的 公式 列 在 表 7-1 中 。 
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表 7-1 滤波 器 频率 变换 公式 
变换 公式 


说 


变换 方式 明 


频带 伸缩 sac rs | 。: 低 通 裁 止 频率 
低 通 变 高 通 we/s>s wc: 高 通 截止 频率 
低 通 变 带 通 (sow) /swe)—>s wc:; 通 带 中 心 频率 。ws : 通 带 宽度 


wc: 阻 带 中 心 频率 。ws : 阻 带宽 度 


(swp)/(s: toatl)—s 


低 通 变 带 阻 


7.2 数字 滤波 器 的 实现 


数字 滤波 器 的 实现 是 指 用 框图 的 形式 表示 离散 系统 中 各 序列 之 间 的 计算 关系 。 
框图 中 通常 包含 延迟 .乘法 和 加 法 等 操作 。 在 计算 离散 系统 时 域 输出 的 时 候 , 一 般 都 
要 使 用 实现 框图 。 框 图 的 结构 分 为 直接 形式 .串联 形式 和 并 联 形式 。 下 面 分 别 叙述 这 
些 不 同 的 实现 形式 。 


7.2. 1 直接 形式 


一 个 离散 系统 的 差分 方程 一 般 可 以 写成 式 (5-14) 的 形式 。 我 们 把 式 (5-14) 分 为 
关于 x(n) 和 关于 y(n) 的 两 部 分 ,并 用 w(m) 表 示 关 于 z(z) 的 那 部 分 。 因 而 , 式 (5-14) 
可 以 改写 为 : 


wn)=6z(n) To rn 1) 二 … 二 bx (nm—k) 
IMD =w nay nom1)—ayn—2) "ayn—m) 
我 们 把 式 (7-7) 中 关于 x(n) 的 等 式 画 成 图 7-3 左边 的 样子 ,再 把 式 (7-7) 中 关于 
(2 的 等 式 画 成 图 7-3 右边 的 样子 。 它 们 之 间 用 w(x) 来 联系 。 图 7-3 的 框图 实现 叫 
做 直接 形式 I。 
根据 线性 系统 的 可 交换 性 ,我 们 把 图 7-3 的 左右 两 半 交 换 位 置 。 这 样 交 换 之 后 ， 
图 7-3 的 左右 两 半 中 那些 对 应 的 单位 延迟 xz! 上 的 数据 是 完全 一 样 的 。 因 此 ,这 些 单 
位 延迟 可 以 两 两 合并 起 来 。 经 过 合并 之 后 的 样子 如 图 7-4 所 示 , 图 中 的 实现 框图 叫做 
直接 形式 [ 。 直 接 形式 本 比 直接 形式 工 少 用 了 一 半 的 延迟 单元 ,因此 减少 了 存储 量 和 
移 位 操作 。 
上 面 的 直接 形式 工 和 直接 形式 下 的 框图 结构 是 从 差分 方程 (7-7) 导 出 的 ,但 也 可 
以 从 传递 函数 导出 。 我 们 以 直接 形式 为 例 来 说 明 。 比 如 有 一 个 传递 函数 : 
Y(Cz) ].0 十 0. 5z 


(7-7) 


X(z) 1.0 一 1.8z :十 0.9z ? (7-8) 
对 式 (7-8) 两 边 同时 乘 以 义 (z) ,并 邻 ， 
V(z) 一 A (7 9) 


1.0 一 1.8z :十 0. 9z 
对 式 (7-9) 去 分 母 和 移 项 后 , 变 为 : 
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图 7-3 离散 系统 的 一 种 实现 形式 : 图 7-4 离散 系统 的 另 一 种 实现 形式 ， 
直接 形式 I 直接 形式 卫 ,其 中 ,<m 


V(z)=X(z)1. 8z 'V(z)——0. 9z 2V(z) (7-10) 
因而 , 式 (7-8) 中 的 Y(z) 可 表示 为 : 
Y(z) 一 V(z)(1.0 十 0.5z 1)=V(z)+0. 5z 1V(z) (7-11) 
也 可 以 写 出 与 式 (7-10) 和 式 (7-11) 对 应 的 差分 方程 组 : 
人 
yn)=v(n) 二 0, 5v(n—1) 
利用 式 (7-10) 和 式 (7-11) 或 者 利用 式 (7-12) ,就 可 以 画 出 式 (7-8) 所 表示 的 离散 
系统 的 直接 形式 呈 的 实现 框图 ,如 图 7-5 所 示 。 图 7-5 中 ,信和 号 的 时 域 表示 和 z 变换 表 
示 是 等 价 的 ,比如 ,时 域 的 x(n 一 2) 等 价 于 z 变换 的 z-?X(z)， 


(7-12) 


Xz) Vz) Ytz) 
x(n) v(n) | y(n) 


2z2V(z) 
Wn-2) 


图 7-5 离散 系统 的 直接 形式 卫 的 实现 框图 
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7.2.2 串联 形式 


当 离散 系统 传递 函数 的 分 子 与 分 母 可 以 分 解 为 因 式 连 乘 的 时 候 , 系 统 的 框图 实现 
可 以 画 成 串联 形式 的 样子 。 我 们 用 一 个 具体 的 传递 函数 来 说 明 。 


假设 这 个 传递 函数 是 : 
H(z) =3.2 _ (1 一 0.5z 1)(1+0. 9z ') ， (1 十 1.98z 一 十 1.0z 2 ) 
2 (1 十 0.35z-1) (1—1.2z 1 ++0. 5z ?)(1—1.85z2 十 0. 9z 2) 


(7-13) 
这 个 传递 函数 包含 一 个 常数 增益 项 3. 2 ,两 个 单位 延迟 z-!,4 个 零点 和 5 个 极点 。 
为 了 方便 串联 形式 的 实现 ,我 们 把 式 (7-13) 中 的 2 个 分 式 配对 成 3 个 分 式 ， 


-2 《1 一 0.5z ) (1 十 0. 9z 1) , (1. 98z 十 1.0z-) 
H(2) 3.2Xx 《TD 35 TO se) (1—1. 85z +0. 92 ) 
(7-14) 


从 式 (7-14) 来 看 ,这 个 传递 隧 数 可 以 用 一 个 一 阶 环节 和 两 个 二 阶 环节 来 实现 。 具 
体 的 实现 框图 画 在 图 7-6 中 。 图 中 的 顺序 与 传递 函数 中 的 顺序 相同 ,每 一 个 环节 都 是 
用 直接 形式 卫 实 现 的 。 


va(n) 


-0.5 -0.9 
图 7-6 离散 系统 的 一 种 实现 形式 一 一 串联 形式 


7.2.3 并 联 形式 


当 离 散 系统 的 传递 函数 可 以 分 解 为 若干 个 分 式 之 和 的 时 候 ,系统 的 框图 实现 可 以 

画 成 并 联 的 形式 。 比 如 有 一 个 传递 函数 : 
H(z) = 2 一 3z 十 z _ 
(1 一 0.8z 1!) (1—z !+0, 5z™) 
我 们 用 部 分 分 式 法 来 分 解 式 (7-15) ,首先 把 式 (7-15) 的 右边 变 为 两 个 分 式 之 和 ; 
A 之 1 

H(z2)= 1—0. 8z ! + Sz 
将 式 (7-16) 的 右边 通 分 ,再 把 通 分 之 后 的 分 子 与 式 (7-15) 的 分 子 进行 比较 ,就 可 计 
算出 : 


(7-15) 


(7-16) 
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4 一 0. 75 
| 25 (7-17) 
C 一 一 1.25 
所 以 * 式 (7-16) 变 为 ， 
0.75 1. 25(1—z7!) 
H(z) 1—0. 8z-: Ti 十 0. 5z (7-18) 


式 (7-18) 可 以 方便 地 用 并 联 形式 来 实现 ,如 图 7-7? 所 示 。 图 中 的 框图 分 为 上 下 两 
条 支 路 ,分 别 实现 了 传递 函数 (7-18) 的 前 后 两 个 分 式 。 


0.75 vln) 


中 
本 
< 


图 7-7 离散 系统 的 一 种 实现 形式 并 联 形式 
图 7-7 中 的 并 联 形式 可 以 对 应 于 下 面 的 差分 方程 组 : 
v(n) =0.757zx(n) 二 0. 8v(n—1) 
wn)=1,.257xn) wn—1)—0. 5w(n— 2) 
UN) =—=w(n) — wn 1) 


YR) =v(n) ul(n) 


7. 3 “lIR 滤波 器 设计 


在 讨论 数字 滤波 器 设计 之 前 ,首先 对 FIR 滤波 器 和 IIR 滤波 器 的 特点 做 一 个 简要 
的 比较 。 

FIR 滤波 器 的 优点 是 它 的 线性 相 移 和 无 条 件 稳定 性 ,而 IIR 的 优点 是 结构 比较 简 
单 。 一 般 来 说 ,如 果 对 所 设计 的 滤波 器 有 线性 相 移 的 要 求 , 那 就 要 用 FIR 滤波 器 。 如 
果 不 要 求 线性 相 移 ,那么 IIR 和 FIR 这 两 种 滤波 器 都 可 以 使 用 。 但 在 相同 的 计算 复杂 
性 的 前 提 下 ,IIR 滤波 器 有 比较 好 的 过 渡 带 和 阻 带 特性 。 究 竟 选 择 哪 一 种 滤波 器 , 主要 
取决 于 所 要 求 的 频率 特性 以 及 可 用 的 资源 。 


(7-~19) 


7.3 IIR 滤波 器 设计 103 


IIR 滤波 器 设计 的 第 一 步 是 根据 数字 滤波 器 的 设计 要 求 ,确定 相应 的 模拟 滤波 器 
的 传递 函数 。 这 主要 包括 确定 滤波 器 的 类 型 (是 巴特 沃 斯 滤波 器 还 是 切 比 雪夫 滤波 器 
等 ) 和 阶 数 。 所 以 ,第 一 步 所 做 的 是 一 个 核查 图 表 的 过 程 。 在 确定 了 模拟 滤波 器 的 传 
递 沙 数 之 后 , 接 下 来 要 做 的 是 把 模拟 滤波 器 的 传递 函数 转换 成 数字 滤波 器 的 传递 函 
数 。 这 种 转换 有 若干 种 方法 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 叙述 两 种 转换 方法 :单位 冲击 不 变 


7.3.1 单位 冲击 不 变性 


单位 冲击 不 变性 的 设计 目标 是 使 设计 出 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 响应 h(n) 与 对 

应 的 模拟 滤波 事 的 单位 冲击 响应 的 采样 值 h,(n) 完 全 一 样 。 这 可 以 表示 为 ; 
hln) =h ln) n=0,1,2.. (7-20) 
其 中 ,h(n) 是 模拟 滤波 器 的 冲击 响应 h,(z) 被 采样 后 得 到 的 离散 序列 。 

应 该 说 ,这 是 一 个 比较 简单 的 设计 方法 。 但 由 于 模拟 滤波 器 一 般 表示 为 以 ;为 自 
变量 的 传递 函数 ,因此 ,这 种 设计 方法 的 一 个 难点 是 如 何 把 连续 时 域 中 的 传递 函数 转 
换 成 连续 时 域 中 的 单位 冲击 响应 。 如 果 传 递 函 数 比较 简单 ,这 种 转换 就 比较 简单 。 比 
如 ,我 们 已 经 通过 图 表 和 恰当 的 频率 变换 找到 了 下 面 的 模拟 滤波 器 传递 函数 ， 


H,(s)= + (7-21) 


它 的 两 个 极点 分 别 在 * 一 一 2 和 :一 一 5, 所 以 具有 低 通 滤波 的 效应 。 把 这 个 传递 函数 转 
换 成 单位 冲击 响应 是 比较 简单 的 ,因为 由 查 表 可 知 , 式 (7-21) 中 的 两 个 分 式 各 自 对 应 
一 个 衰减 的 指数 信和 号: 


必 (9) => ha (0) =3e 


H, (s)= He St 


所 以 ,模拟 滤波 器 的 总 的 单位 冲击 响应 
机 
对 这 个 连续 时 域 的 单位 冲击 响应 进行 采样 之 后 就 可 得 到 ， 
hn)—=h,n)=3e He n=0,1,2, (7-22) 
其 中 ,了 为 数字 滤波 器 的 采样 周期 ,而 上 (2 就 是 我 们 所 需要 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 
响应 。 
式 (7-22) 的 数字 滤波 器 的 单位 冲击 响应 是 无 限 长 的 。 我 们 对 它 取 z 变换 ， 


H(z) = > (36 十 5e57)zm 一 = 3 (Tz)™ +5》 Ceirz) (7-23) 


式 (7- 23) 中 的 两 个 连 加 运算 是 两 个 等 比 级 数 , 只 要 在 收 化 域内 就 可 以 化 简 为 两 个 
分 式 。 对 照例 4-3, 在 |z| 汪 >e 小 (因为 eT>>e- 中 ) 的 范围 内 , 式 (7- 23) 可 以 化 简 为 两 个 
分 式 之 和 : 
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3 5 
H 二 十 -24 
(z) 1 一 e lz! le lz! (7-24) 


式 (7-24) 就 是 用 单位 冲击 不 变性 的 设计 方法 得 出 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 。 我 
们 可 以 容易 地 由 这 个 传递 函数 画 出 实现 框图 ,如 图 7-8 所 示 。 田 外 , 式 (7-21) 中 s 平 面 
内 的 两 个 极点 :一 一 2 和 :一 一 5 现在 变换 成 了 式 (7-24) 中 z 平 面 内 的 两 个 极点 > 一 e ”了 
和 xz 二 e“”。 由 于 T>0, 这 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 ,因此 ,这 个 数字 滤波 器 是 稳定 的 。 
而 且 , 由 于 两 个 极点 都 在 单位 圆 内 的 正 实 轴 上 ,所 以 ,这 个 数字 滤波 器 也 一 定 表现 为 低 
通 滤波 的 特性 。 

x(n) 3.0 WD) 


但 是 ,对 式 (7-21) 稍 加 注意 就 会 发 

现 ,因为 这 个 模拟 滤波 器 的 两 个 极点 分 
别 位 于 * 王 一 2 和 :一 一 5, 所 以 , 它 的 幅 频 
响应 虽然 随 着 频率 的 增加 而 逐渐 衰减 ， 
但 永远 不 等 于 零 。 对 这 样 一 个 连续 时 
域 滤波 器 的 冲击 响应 进行 采样 ,一 定 会 
产生 频率 混和 到 。 下 一 节 要 叙述 的 双 线 
SS 性 变换 的 设计 方法 可 以 避免 这 种 频率 

图 7-8 单位 冲击 不 变性 设计 的 并 联 实现 。 汤 右 ， 


7.3.2 双 线 性 变换 


双 线 性 变换 是 指 通过 一 个 双 线性 变换 式 , 把 * 域 上 的 传递 函数 转变 成 域 上 的 传 
递 函 数 。 我 们 主要 叙述 低 通 滤波 器 的 变换 过 程 ; 对 于 高 通 和 带 通 滤波 器 的 情况 ,只 需 
增加 一 次 * 域 或 x 域 上 的 频率 变换 (参考 文献 4 中 的 4. 7 节 叙 述 了 离散 时 域 中 的 频率 
转换 ) 。 
双 线 性 变换 的 设计 方法 分 3 步 完 成 。 第 一 HD 
步 , 找 出 归 一 化 模拟 滤波 咒 的 传递 函数 。 第 二 步 ， ne 
把 归 一 化 模拟 滤波 器 的 截止 频率 按 比例 扩展 到 数 “ 四 
字 滤波 器 的 截止 频率 上 。 第 三 步 ,利用 双 线 性 变 
换 把 频率 扩展 后 的 模拟 滤波 器 从 域 变换 到 >  ? ~、 ~ 
域 ,由 此 得 到 所 需 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 。 
双 线 性 变换 的 设计 方法 避免 了 7. 3.1 节 单位 四 
冲击 不 变性 设计 中 的 频率 混 笃 现象 。 它 的 做 法 
是 ,首先 把 模拟 滤波 器 从 0 到 oo 的 频率 范围 压缩 。 |， : 
到 数字 滤波 器 从 0 到 ws/2 的 频率 范围 ,如 图 7-9 oN on ws 
所 示 。 图 7-9a 是 模拟 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 , 它 数字 截止 频率 
是 相应 的 数字 滤波 器 的 幅 频 响应 , 它 把 模拟 滤波 缩 到 数字 滤波 器 的 频率 范围 
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器 的 全 部 频率 范围 压缩 到 了 [0,ows/2]。 与 此 同时 ,模拟 滤波 器 的 截止 频率 也 映射 到 了 


数字 滤波 器 的 截止 频率 上 。 
上 面 这 个 频率 压缩 和 映射 是 依靠 下 面 的 双 线 性 变换 完成 的 ， 
;一 C1 一 = (7-25) 
1 十 z 


其 中 的 C 是 待定 常数 ,也 是 我 们 要 确定 的 设计 参数 。 

从 式 (7-25) 可 以 看 出 ,z 平 面 内 的 x 二 1 映射 到 了 s 平面 内 的 ;二 0, 这 是 数字 滤波 
占 与 模拟 滤波 带 在 零 频 ( 直 流 ) 特 性 上 的 映射 。 另 外,z 平 面 内 的 复数 点 一 一 1 映射 到 
了 s 平 面 内 的 :一 co, 这 是 数字 滤波 器 的 ws/2 频率 点 与 模拟 滤波 器 的 无 穷 大 频率 点 之 
间 的 特性 映射 。 在 这 两 对 频率 端点 之 间 的 每 一 个 频率 点 也 都 是 一 对 一 映射 的 。 比 如 ， 
2z 平 面 单位 圆 上 的 一 e"%? 表 示 数 字 滤 波 器 的 等 于 采样 频率 1/4 的 频率 点 ;通过 式 
《7-25) 得 到 s 平 面 内 的 点 是 ;一 G。 这 个 * 点 位 于 虚 轴 上 ,所 以 对 应 模拟 滤波 器 的 一 个 
频率 点 ,但 具体 的 频率 值 将 由 常数 C 确定 。 

所 以 , 双 线 性 变换 的 基本 原理 是 : 式 (7-25) 双 线性 变换 式 中 的 分 式 保证 了 模拟 滤 
波 器 与 数字 滤波 器 在 它们 的 全 部 频率 响应 范围 内 的 映射 关系 ,而 待定 常数 C 则 确定 了 
两 个 频率 范围 内 的 两 个 特定 频率 点 之 间 的 映射 关系 。 对 于 滤波 器 来 说 ,这 个 特定 频率 
点 就 是 截止 频率 。 

我 们 来 确定 常数 C。 由 于 C 规定 了 两 类 滤波 器 在 两 个 频率 点 上 的 相互 映射 ,必须 
把 式 (7-25) 的 两 边 都 转化 为 频率 的 形式 。 这 就 是 , 式 (7-25) 中 的 用 这 代替 ,z 用 
exp(jow 太 代替 [根据 式 (5-29)]。 然 后 ,再 对 式 (7-25) 右 边 的 分 子 与 分 母 同时 乘 以 
exp(jwT/2)。 这 个 演算 过 程 可 以 写 为 ， | 
]—e-iT Eu/2 ~ jt/2 
1Fe mC grew 
其 中 ,ww 为 模拟 滤波 器 的 一 个 频率 点 ,w 为 数字 滤波 器 的 一 个 与 w 对 应 的 频率 点 。 

对 式 (7-26) 右 边 使 用 欧 拉 恒 等 式 代 换 之 后 ,可 以 得 到 ， 

os 一 C tan(wT/2) (7-27) 


jws—C (7-26) 


或 者 写 为 : 
C=—=wcot(wT/2) (7-28) 
由 式 (7-27) 和 式 (7-28) 可 知 ,它们 仍然 保持 了 两 类 滤波 器 之 间 的 正确 的 频率 映射 
关系 。 现 在 令 w 为 模拟 滤波 器 的 截止 频率 ,w 为 数字 滤波 器 的 截止 频率 ,就 可 以 确定 参 
数 C, 因 而 就 确定 了 双 线 性 变换 式 。 一 旦 有 了 双 线 性 变换 式 , 就 不 难 把 模拟 滤波 器 的 传 
递 函 数 变 换 成 数字 滤波 器 的 传递 函数 。 
下 面 通过 一 个 例子 来 具体 说 明 双 线 性 变换 的 设计 过 程 。 


例 7-1 设计 一 个 一 阶 数 字 低 通 滤波 器 ,要 求 低 通 截止 频率 六 = 500 Hz。 数 字 滤 波 器 的 采 
样 频 率 fs 二 4000 Hz。 
通过 查 表 可 以 得 到 归 一 化 一 阶 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 的 传递 函数 ; 
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HCD 一 一 - - (7-29) 
首先 把 妆 一 化 的 截止 频率 扩展 到 等 于 数字 滤波 器 的 截止 频率 500 Hz。 这 可 以 用 变量 代 换 ， 
二 一 一 一 一 (7-30) 


we 2rxfe 1000r 
把 上 式 代 人 式 (7-29) 中 的 ;之 后 ,可 以 得 到 . 


有 (9 一 下 900x 


3 十 1000r 
现在 来 确定 常数 C。 这 可 以 用 式 (7-28) 来 计算 ， 


C=wecot( 经 )=1000rxeot ( 
所 以 , 双 线 性 变换 式 (7-25) 变 为 : 


(7-31) 


1000x 
2X4000 


) 一 7582 


1 
1 干 z 
把 上 式 代入 式 (7-31) 之 后 ,就 得 到 所 需 的 数字 滤波 器 的 传递 函数 ， 


1I000r(I 十 z 1) 0.2929(1 十 > 1) 
7582(1 一 > ) 十 1000x(] 十 s) 1 一 0.4142z-: 


在 完成 了 滤波 器 设计 之 后 ,我 们 来 验证 这 个 数字 滤波 
em 器 。 首先 , 令 xz 一 1, 得 到 直流 增益 等 于 1。 然 后 , 令 zx 一 一 1, 得 
到 折合 频率 处 的 增益 等 于 零 。 所 以 ,作为 一 个 低 通 滤波 器 ， 
在 频率 范围 的 两 个 端点 上 的 响应 是 正确 的 。 在 验证 滤波 器 
Re 截止 频率 的 时 候 ,我 们 可 以 借助 图 7-10 的 零 极点 图 解法 。 图 
7-10 中 的 z 二 expGjx/4) 对 应 于 数字 滤波 器 的 500 Hz 的 频率 

点 。 图 中 还 标 出 了 数字 滤波 器 的 一 个 零点 位 于 % 二 一 1, 一 
个 极点 位 于 二 0.4142。 通 过 简单 的 几何 计算 可 以 知道 ,从 
图 7-10 ”用 零 极点 图 验证 数字 零点 名 到 信号 频率 点 xz 二 expljn/4) 的 矢量 的 长 度 为 1. 848， 
滤波 器 的 截止 频率 从 极点 有 4 到 信和 号 频率 点 zx 一 exp(jr/4) 的 矢量 由 的 长 度 为 
0. 765。 所 以 , 当 频 率 等 于 500 Hz 时 这 个 数字 滤波 器 的 增益 
为 0. 2929X1. 848 一 0. 765 一 0. 707 ,也 就 是 一 3 dB。 因 此 ,所 设计 的 滤波 器 在 3 个 主要 频率 点 上 的 

增益 是 正确 的 ,应 该 是 我 们 所 需要 的 。 


5 一 7582 


(7-32) 


H(z) 一 


7.4 FIR 滤波 器 设计 

FIR 滤波 器 最 有 用 的 特点 是 它 的 线性 相位 特性 。 因 此 ,在 叙述 FIR 滤波 器 设计 之 
前 , 先 讨论 线性 相位 特性 的 含义 。 
7.4.1 线性 相位 


线性 相位 是 指 不 同 频率 的 正 余弦 信 号 在 通过 一 个 系统 或 滤波 器 之 后 发 生 的 相 移 
是 与 信号 的 频率 成 正比 的 。 为 了 说 明 线性 相位 的 优点 ,我 们 来 看 图 7-11 中 的 这 个 例 
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子 。 图 中 画 成 了 连续 时 域 的 波形 ,但 应 该 看 作 离 散 时 域 的 情况 。 


(a) 输入 信号 。(b) 非 线性 相位 输出 《〈e) 线性 相位 输出 
图 7-11 线性 相位 与 非 线 性 相位 的 输出 波形 比较 


图 7-11 中 的 输入 信和 号 由 两 个 余弦 分 量 组 成 ,它们 的 频率 分 别 为 100 Hz 和 
200 Hz, 如 图 7-11a 所 示 。 又 假设 这 两 个 频率 分 量 都 在 滤波 器 的 通 带 之 内 ,所 以 它们 
经 过 滤波 器 后 的 幅度 都 没有 变化 ,但 相位 是 一 定 有 变化 的 。 现 在 假设 这 两 个 分 量 的 相 
位 都 被 延迟 了 90"( 这 就 不 是 线性 相位 ，。 延 迟 90" 就 是 延迟 了 两 个 余弦 分 量 各 自 周期 
的 1/4。 所 以 ,频率 等 于 100 Hz 的 分 量 被 延迟 了 2. 5 ms, 而 频率 等 于 200 Hz 的 分 量 被 
延迟 了 1. 25 ms。 由 于 通过 滤波 器 的 延迟 时 间 不 同 , 所 以 玲 加 后 的 输出 信和 号 的 形状 一 
定 与 原来 的 输入 信号 不 同 ,这 就 是 图 7-11b 的 情况 。 

现在 假定 相位 延迟 与 频率 成 正比 ,比如 ,100 Hz 和 200 Hz 这 两 个 分 量 的 相位 延迟 
依次 为 90" 和 180"( 这 就 是 线性 相位 ) ,如 图 7-11c 上 面 的 两 个 波形 所 示 。 因 此 ,这 两 个 
分 量 通过 滤波 器 的 时 间 延 迟 都 等 于 2. 5 ms, 它 们 要 加 后 的 输出 信号 就 与 输入 信和 号 完全 
一 样 , 这 就 是 图 7-11lc 下 面 的 波形 ,虽然 在 时 间 上 有 一 些 延 迟 。 因 此 ,线性 相位 的 优点 
是 保证 一 个 由 多 个 频率 分 量 组 成 的 信号 在 通过 滤波 器 之 后 ,信号 的 波形 不 发 生 改变 。 

那么 ,FIR 滤波 器 是 如 何 保 证 线性 相位 的 呢 ? 这 很 简单 ,只 要 滤波 器 的 系统 冲击 响 
应 是 对 称 的。 这 个 对 称 性 可 以 是 偶 对称 , 也 可 以 是 奇 对 称 。 

在 讨论 冲击 响应 的 偶 对 称 和 奇 对 称 之 前 ,我 们 先 来 说 明 FIR 滤波 器 冲击 响应 的 另 
一 个 需要 考虑 的 参数 :冲击 响应 样 点 数 的 奇偶 性 。 奇 数 样 点 和 偶数 样 点 的 差别 示 于 图 
7-12 中 ,而 图 中 的 冲击 响应 又 是 偶 对 称 的 。 对 于 奇 对 称 的 冲击 响应 ,也 存在 奇数 样 点 
和 偶数 样 点 两 种 情况 。 

图 7-12a 中 的 冲击 响应 共有 7 个 样 点 ,属于 奇数 样 点 冲击 响应 的 情况 。 它 的 特点 
是 冲击 响应 的 中 心 是 一 个 样 点 ,比如 图 7-12a 中 冲击 响应 的 第 4 个 样 点 。 其 结果 是 ,这 
样 的 滤波 器 的 延迟 等 于 整数 个 样 点 时 间 。 比 如 ,图 7-12a 中 所 示 的 FIR 滤波 器 的 延迟 
为 3 个 样 点 时 间 。 

注意 :线性 相 移 FIR 泪 波 器 的 时 间 延 迟 为 从 冲击 响应 的 第 一 个 样 点 到 中 心 样 点 
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(或 位 置 ) 的 时 间 长 度 。 

图 7-12b 为 偶数 样 点 冲击 响应 的 情况 。 冲 击 响应 的 对 称 中 心 位 于 两 个 样 点 之 间 。 
所 以 ,这 种 滤波 器 的 延迟 不 是 整数 个 样 点 时 间 , 而 是 包含 了 半 个 样 点 时 间 的 延迟 ,比如 图 
7-12b 中 的 延迟 为 3.5 个 样 点 时 间 。 除 了 延迟 时 间 之 外 ,奇数 样 点 和 偶数 样 点 滤波 器 在 
频率 响应 方面 没有 太 大 的 差别 。 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 使 用 奇数 样 点 的 冲击 响应 。 


hi(n) :一 中 心 样 点 h(n) 中心 不是 样 点 


1 1 1 ， 1 1， 


0D 2 : 486 
(a) 奇数 样 点 的 冲击 响应 (b) 偶数 样 点 的 冲击 响应 
图 ?7-12 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 长 度 分 为 奇数 样 点 和 偶数 样 点 两 种 
我 们 先 举 一 个 偶 对 称 冲 击 响应 的 例子 。 比 如 ,有 一 个 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 只 有 
3 个 样 点 :有 (0) 二 0.5,h(1) 二 1.0,h(2) 二 0.5。 这 个 冲击 响应 中 的 (0) 和 有 h(2) 是 关于 
h(1) 偶 对 称 的 ,所 以 ,这 个 冲击 响应 是 偶 对 称 的 。 
这 个 FIR 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 : 


H(z)=0.5+z 1 十 0 .5z™? (7-33) 
根据 式 (5-29) ,这 个 滤波 器 的 频率 响应 为 : 
再 (ew ) 一 0.5 十 e 好 十 0. 5e 2T (7-34) 


对 上 式 右 边 提 出 公 因子 e 所 ,再 利用 欧 拉 恒 等 式 把 第 一 项 与 第 三 项 合并 成 一 个 余 
纺 函 数 ,得 到 ， 
H(e”)=e (1 十 cos wT) (7-35) 
从 上 式 可 知 ,滤波 器 的 幅 频 响应 等 于 
(1 十 cosw 了 7 了), 相 频 响 应 等 于 一 oT。 因 为 
”为 采样 周期 ,是 一 个 常数 ,所 以 相 移 就 与 频 
率 w 成 正比 。 因 此 , 这 个 滤波 器 有 线性 相 
” ”位 的 特性 。 这 个 简单 滤波 器 的 幅度 和 相位 
响应 示 于 图 7-13 中 。 从 图 中 可 知 , 这 个 滤 
波 器 有 低 通 效应 。 
| 对 于 奇 对 称 冲 击 响应 的 FIR 滤波 器 ， 
rl 可 以 用 相同 的 方法 来 验证 其 线性 相位 。 比 
图 7-13 偶 对 称 冲击 响应 FIR 滤波 器 的 如 ,有 一 个 滤波 器 的 冲击 响应 为 : 
频率 响应 je 了 


A(1)=0 (7-36) 
h(2)=—0.5 
这 个 冲击 响应 是 关于 h(1) 奇 对 称 的 。 它 与 上 面 偶 对 称 的 样 点 很 相近 ,只 是 使 
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h(1) 二 0( 奇 对 称 所 必需 的 ) ,然后 把 h(2) 变 成 相反 数 。 
这 个 滤波 器 的 频率 响应 可 以 写 为 ; 
有 (ex ) 一 0.5 一 0. 5e 7 (7-37) 
对 上 式 右边 提出 公 因 子 e 关 ,并 使 用 欧 拉 人 恒 等 变换 把 两 项 合并 成 一 个 正弦 函数 之 后 ， 
得 到 : 
H(e”)=e Ye"?sin wT (7-38) 
这 个 滤波 器 的 频率 响应 示 于 图 7-14 中 。 
它 的 幅度 响应 等 于 | sinwT| ,而 相位 响应 由 两 
部 分 组 成 :一 wT 为 线性 相 移 部 分 , x/2 为 恒定 
相 移 部 分 。 此 外 , 当 w<0 时 ,幅度 响应 中 的 
sinow 人 会 给 出 一 个 负 号 。 把 这 个 负 号 归 人 人 x/2 
的 恒定 相 移 部 分 之 后 ,使 它 在 w<0 时 变 为 < 
一 x/2, 如 图 7-14 所 示 。 这 样 ,恒定 相 移 部 分 


0.Sms 
对 正 负 频 率 分 别 有 x/2 和 一 x/2 的 相 移 。 所 0 o 


以 , 奇 对 称 冲击 响应 的 数字 滤波 器 除了 线性 相 一 
位 特性 之 外 ,还 可 以 使 输出 信号 产生 一 个 国定 图 7-14 奇 对 称 冲 击 响 应 FIR 
的 x/2 相 移 。 如 果 滤 波 器 的 冲击 响应 h(n) 选 滤波 器 的 频率 响应 


择 得 恰当 ,可 以 使 这 种 滤波 器 变 为 一 种 能 够 产 
生 固 定 x/2 相 移 的 全 通 滤波 器 。 这 样 的 滤波 器 在 通信 中 叫做 希 尔 伯 特 变换 ,经 常用 来 
产生 一 对 正 交 的 下 余弦 信和 号。 本章 讨论 的 是 用 于 滤波 操作 的 滤波 器 设计 ,所 以 我 们 在 
下 面 只 讨论 偶 对 称 冲 击 响应 滤波 器 的 分 析 与 设计 。 
7.4.2 窗 函 数 法 

窗 函 数 法 是 最 常用 的 FIR 滤波 器 设计 方法 。 这 种 设计 方法 可 以 分 为 两 个 步 又。 
首先 计算 出 具有 理想 幅 频 响应 的 FIR 滤波 器 的 单位 冲击 响应 。 这 种 理想 FIR 滤波 器 
有 无 限 长 的 冲击 响应 (这 当然 不 是 FIR 滤波 器 ), 所 以 就 需要 第 二 步 ; 利 用 窗 函 数 把 理 
想 FIR 滤波 器 转变 成 实用 的 FIR 滤波 器 。 这 种 设计 方法 也 因此 被 叫做 窗 函 数 法 。 

1. 理想 滤波 器 

理想 滤波 器 是 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 设计 的 起 点 。 我 们 在 这 里 只 讨论 低 通 滤波 器 
的 情况 。 高 通 、 带 通 等 其 他 滤波 器 的 设计 是 与 低 通 滤波 器 完全 一 样 的 。 因 为 在 下 面 可 
以 看 到 ,无 论 是 什么 样 的 理想 滤波 器 , 窗 函 数 设 计 方 法 的 第 一 步 都 是 把 滤波 器 的 幅 频 
特性 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 具有 陡 直 的 通 带 边 缘 , 没 有 过 渡 带 ,如 图 7-15 所 示 。 图 
中 ,arc 为 低 通 截止 频率 ,os 为 采样 频率 ,下 标 4d 表示 “理想 的 >。 因 为 数字 滤波 器 的 幅 频 响 
应 是 以 os 为 “周期 ”的 周期 函数 ,所 以 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 为 了 便于 说 明 ,我 们 把 通 
常 连续 时 域 中 的 周期 信号 画 在 图 7-16 中 ,并 首先 把 时 域 信号 z( 芒 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 
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图 7-15 理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 图 7-16 连续 时 域 中 的 一 个 周期 信号 


图 7-16 中 的 周期 信号 z() 的 幅度 等 于 1, 周 期 等 于 T ,矩形 波 宽度 等 于 2r, 并 以 
纵 坐 标 为 对 称 轴 。 由 于 图 7-16 中 的 0 是 偶 函 数 ( 图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 特 
性 也 是 偶 函 数 ), 所 以 它 的 储 里 叶 级 数 展开 式 中 一 定 没有 正弦 项 。 因 此 ,z(t) 的 信里 叶 
级 数 展开 式 可 以 写 为 : 


X(t) = a >) 2a,cos nwot) (7-39) 
2 一 ] 


其 中 ,ww 二 2x/T ;ow 为 x(2) 的 直流 分 量 ,24, 为 x (1) 的 基 频 和 高 次 谐 波 分 量 的 系数 。 
为 了 方便 后 面 的 计算 ,我 们 把 式 (7-39) 中 余弦 项 的 系数 写 为 2x,。 因 此 ,这 里 的 w 就 
等 于 式 (1-22) 中 a 的 一 半 。 在 后 面 计算 系 数 ww 时 ,要 从 1.4 节 的 相应 的 计算 公式 中 
利用 1.4 节 中 的 式 (1-27) ,可 得 式 (7-39) 中 的 直流 分 量 wm 为: 


_1[" . 
ao 一 云 | zx(t)dt (7-40) 
由 图 7-16 可 知 , 上 式 中 的 积分 上 下 限 应 该 等 于 rz 和 一 r。 因 此 ,om 为 ， 
41[ = 红 - 
wo = 去 | .0d= 兢 (7-41) 


利用 1.4 节 中 的 式 (1-26), 式 (7-39) 中 的 基 频 与 各 次 谐 波 分 量 的 系数 a, (注意 mw 
要 减 半 ) 为 : 


Qn 一 去 | Z(t)cos (nwot) dt (7-42) 
同样 ,上 式 中 的 积分 上 下 限 应 该 等 于 z 和 一 r。 所 以 ,ww 为 ; 


去 上 1 _ 2r sin (nworT) 
Qn ||， cos (nwot) dt = joo T, 一 人 


上 式 最 右边 包含 正弦 函数 的 那个 分 式 是 一 个 sinc 函数 ,其 中 的 是 从 1 开始 递增 的 。 

现在 可 以 把 图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 响 应 展开 为 传 里 叶 级 数 。 展 开 的 方法 
是 把 图 7-15 和 图 7-16 中 的 相应 参数 进行 比 对 。 比 对 之 后 可 以 确定 ,图 7-15 中 的 ws 
对 应 图 7-16 中 的 一, 图 7-15 中 的 ex 对 应 图 7-16 中 的 tr。 所 以 ,参照 式 (7-41) ,理想 滤 
波 器 的 幅 频 响应 展开 式 中 的 直流 分 量 应 该 是 ， 


Cd 一 一 (7-44) 
在 计算 基 上 舌 与 高 次 谐 波 分 量 时 ,我 们 应 该 知道 , 式 (7-43) 中 的 ow 为 图 7-16 中 的 


(7-43) 


r 
sin (nwot) 
rT 


7.4 ”FIR 滤波 器 设计 111 


ZX() 的 基 频 , 它 等 于 2x/T ,所 以 ,应 该 对 应 图 7-15 中 的 2x/ws 一 T。 这 样 , 基 频 分 量 与 


高 次 谐 波 分 量 的 系数 可 参照 式 (7-43) 计 算 为 . 
Zwec , sin (nwcT) _ 
aa 一 we nweT (7-45) 


在 参考 了 式 (7-39) 之 后 ,图 7-15 中 的 理想 滤波 器 的 幅 频 响 应 可 以 用 au 和 as 展 
开 为 : 


| HaCe) | 一 au 十 阿 2aucos (nwT) 
在 利用 欧 拉 恒等式 把 余弦 函数 变 为 复 指数 函数 之 后 ,上 式 变 为 : 
| Ce)| = au 十 aufer 十 ee 和 7) (7-46) 


显然 , 式 (7- 46) 右 边 的 两 个 指数 项 可 以 看 作 2 和 zx“ 在 单位 贺 上 的 求 值 ,因此 可 将 其 改 
写 为 : 


| Haile) ) ant Das (+ ) (7-47) 


式 (7-47) 中 ,因为 冲击 响应 是 关于 忆 偶 对 称 的 ， 比如 , 忆 与 x 的 系数 都 是 ce 所 
以 ,这 样 的 滤波 器 的 相位 延迟 一 定 为 零 。 

注意 :这 个 滤波 器 现在 还 不 是 因果 性 的 。 关 于 “ 需 相 位 延迟 ”可 以 参阅 式 (7-33)。 
在 那里 ,因为 把 h(0) 作 为 冲击 响应 的 起 始 样 点 ,所 以 就 有 1 个 样 点 时 间 的 延迟 ,表示 为 
式 《7-35) 中 的 exp( 一 jw 了 项 。 如 果 当 初 把 式 (7-33) 中 的 h(1) 作 为 冲击 响应 的 起 始 样 
点 ,那么 ,在 式 (7-35) 中 就 不 会 出 现 exp( 一 jw 了 T) 这 一 项 ,因而 ,频率 响应 中 的 相 移 部 分 
就 全 等 于 零 。 但 是 ,那样 的 滤波 器 就 不 是 因果 性 的 。 而 现在 的 等 式 (7-47) 就 是 这 样 的 
一 个 非 因果 性 的 传递 函数 。 

由 于 相位 延迟 等 于 零 , 这 个 滤波 器 的 幅 频 响应 就 等 于 它 的 频率 响应 。 因 此 , 式 (7- 
47) 左 边 的 取 模 运算 可 以 去 除 , 变 为 : 


机 (| ot Parte)| 
对 式 (7-48) 左 右 两 边 比 较 之 后 ,就 得 到 理想 滤波 器 的 传递 函数 : 
Hl) = n+ Das + 2) (7-49) 


式 (7-49) 可 以 写成 比较 容易 观察 的 形式 ; 
页 s(z) 一 十 aa 吧 十 au 于 十 auz 十 am 十 az 十 az Tawz 3 (7-50) 
由 式 (7-50) ,我 们 可 以 容易 地 得 到 这 个 理想 FIR 滤波 器 的 无 限 长 的 冲击 响应 序列 
ha) 二 {aa ,aw aa …)}。 显 然 ,和 ao) 是非 因果 性 的 。 我 们 把 这 个 冲击 响应 序列 的 
主要 部 分 ( 即 ce 两 侧 的 那些 样 点 ) 画 在 了 图 7-17 中 。 因为 式 (7-45) 是 一 个 sinc 函数 ， 
所 以 ,图 7-17 中 的 冲击 序列 样 点 呈现 像 图 1-8 那样 的 sinc 函数 形状 。 因 为 式 (7-45) 中 
包含 了 理想 滤波 器 的 截止 频率 we ,所 以 ,不 同 we 的 理想 滤波 器 的 冲击 序列 就 有 不 同 的 
幅度 和 不 同 的 起 伏 频 度 。 


(7-48) 
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图 7-17 由 理想 滤波 器 求 得 的 FIR 滤波 器 有 无 限 长 的 冲击 响应 

由 图 7-17 可 以 看 出 ,理想 数字 滤波 器 的 冲击 响应 ha(n), 即 传递 函数 (7-50) 中 的 
系数 ,是 关于 au 偶 对 称 的 。 这 和 是 我 们 需要 的 。 但 同时 也 发 现 两 个 问题 。 一 个 是 冲击 响 
应 无 限 长 , 另 一 个 是 非 因果 性 。 这 两 个 问题 将 在 下 一 节 讨 论 。 

2. 窗 函 数 与 延迟 操作 

解决 上 面 出 现 的 两 个 问题 的 方法 是 窗 函数 和 延迟 操作 。 首 先 我 们 对 无 限 长 的 冲 
击 响 应 截取 aw 两 侧 的 主要 部 分 ,抛弃 其 余部 分 。 比 如 ,在 aw 两 侧 各 截取 M 项 。 这样 
就 把 整个 冲击 响应 的 长 度 减 少 到 了 (2M 十 1) 个 样 点 。 然 后 ,再 用 恰当 的 窗 函 数 对 这 
(2M 十 1) 个 样 点 值 进 行 修改 ,以 减少 截取 操作 的 负面 效应 。 

这 种 截取 与 修改 系数 的 操作 ,实际 上 等 同 于 用 一 个 窗 函 数 去 乘 这 个 无 限 长 的 冲击 
响应 。 我 们 知道 ,两 个 时 域 信号 的 乘积 的 频谱 等 于 这 两 个 时 域 信 号 的 频谱 的 卷 积 。 这 
就 是 说 , 窗 函 数 的 频率 特性 直接 影响 到 截取 后 滤波 器 的 频率 特性 。 所 以 , 窗 丽 数 的 选 
择 是 很 重要 的 。 简 单 截 取 的 做 法 等 同 于 使 用 矩形 窗 去 截取 , 而 和 矩形 窗 的 边缘 是 陡 直 
的 ,所 以 它 对 滤波 器 频谱 的 影响 会 非常 大 。 我 们 一 般 选择 那些 两 端 缓慢 变 小 的 窗 函 
数 ,其 中 最 常用 的 有 汉 宁 窗 、 汉 明 窗 和 布莱克 曼 窗 等 。 这 些 窗 函数 的 形状 和 表达 式 可 
参阅 第 9 章 的 图 9-11 式 (9-56) . 式 (9-60)、 式 (9-67) 和 式 (9-70)。 我 们 将 在 第 9 章 比 
较 详 细 地 描述 这 些 窗 函 数 。 

在 施加 恰当 的 窗 表 数 以 完成 截取 之 后 , 式 (7-49) 和 式 (7-50) 中 的 理想 滤波 器 的 传 
递 函 数 就 只 包含 下 面 的 (2M 十 1) 项 : 


再 (z) 一 ao 十 > a(x' Tz") (7-51) 


现在 ,再 把 这 个 截取 后 的 传递 函数 变 为 因果 性 的 。 这 就 是 用 z* 去 乘 传 递 函 数 中 
的 每 一 项 ,使 传递 函数 的 每 一 项 都 延迟 M 个 样 点 时 间 。 这 样 之 后 ,就 得 到 我 们 想 要 的 
FIR 滤波 器 的 传递 函数 : 

H(z) = aoz 光 十 六 an(z" x") ™ (7-52) 

这 个 FIR 滤波 器 也 可 以 写成 比较 容易 观察 的 形式 ，; 
H(z) 一 av 十 art 二 十 az Maz vaz™ li Taw ™ (7-53) 

这 样 就 完成 了 偶 对 称 冲击 响应 FIR 滤波 器 的 设计 。 
现在 来 归纳 一 下 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 的 设计 过 程 。 首 先 根据 所 需 的 数字 滤波 器 
的 幅 频 响应 ,计算 出 像 式 (7-49) 那 样 的 FIR 滤波 器 的 传递 函数 ,但 只 需 计 算 中 间 的 
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(2M 十 1) 个 样 点 。 因 为 冲击 响应 是 偶 对 称 的 ,所 以 总 共 只 有 (CM 十 1) 个 不 同 的 冲击 响应 
样 点 aw 到 aw。 其 中 aw 的 计算 使 用 式 (7-44) ,au 到 aow 的 计算 使 用 式 (7-45)。 然 后 ,对 
这 (2M- 十 1) 个 样 点 施加 恰当 的 窗 函 数 ,再 乘 以 >“ ,使 传递 函数 中 的 每 一 项 都 延迟 M 
个 样 点 周期 。 这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 像 式 (7-53) 那 样 的 由 (2M 十 1) 项 组 成 的 传递 丽 数 。 
如 果 这 个 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 达 不 到 设计 要 求 ,就 应 该 考虑 增加 M, 然后 重复 上 面 
的 步骤 ,直到 满意 为 止 。 至 于 滤波 器 系数 au 到 auv 的 计算 , 即 式 (7-44) 和 式 (7-45) ,看 
起 来 有 些 复杂 。 但 是 , 当 注 意 到 除 ”之 外 其 他 参数 都 是 常数 时 , 计算 起 来 应 当 不 会 很 
困难 。 特 别 是 ,其 中 的 w. 丁 只 要 事先 计算 一 次 。 而 且 ,w.T 实 际 上 是 归 一 化 的 截止 频 
率 , 它 等 于 截止 频率 与 采样 频率 之 比 的 2r 售 , 是 一 个 很 容易 理解 的 常数 。 现 在 来 看 一 
个 例子 也 许 是 最 好 的 说 明 。 


例 7-2 用 窗 函 数 法 设计 一 个 FIR 滤波 器 ,要 求 滤波 器 的 频率 响应 如 图 7-15 所 示 ,并且 太一 
fs/4。 对 理想 滤波 器 的 单位 冲击 响应 截取 11 个 样 点 。 

因为 所 设计 的 滤波 器 的 通 带 为 折 玲 频率 的 一 半 , 所 以 这 种 滤波 器 叫做 半 带 滤波 器 。 先 按照 
式 (7-44) 计 算出 aa : 


a 2X0.250 os (7-54) 


ws Ws 


再 按照 式 (7-45) 计 算 au : 


Dow sin (nwe TD) sin (0, Snx) 
ws nwcT 0, 5X 0. Snx 


利用 第 1 章 的 表 1-1 可 以 容易 地 得 到 前 5 个 a 的 数值 ;an =0. 318、ag 一 0、aw 一 一 0. 106、 
au 一 0.as 一 0.064。 然 后 ,选择 一 个 窗 函 数 ,比如 汉 宁 窗 。 汉 宁 窗 的 计算 公式 可 参照 式 (9-60)， 
而 且 , 窗 函数 的 样 点 总 数 也 取 11 个 样 点 。 这 样 ,我 们 可 以 计算 出 汉 宁 窗 11 个 样 点 中 的 中 间 样 点 
值 等 于 1 ,两 边 对 称 的 5 个 样 点 值 分 别 为 {0. 905, 0. 655，0. 345，0. 095，0. 0) 。 因 为 汉 宁 窗 的 两 
个 端点 上 的 样 点 都 为 零 , 所 以 , 窗 函 数 实际 上 只 有 9 个 样 点 。 又 因为 滤波 器 系数 中 的 se 和 aa 为 
零 ( 半 带 滤波 器 的 特点 是 它 的 一 半 系 数 都 为 零 ) ,最 后 就 只 剩 下 5 个 样 点 。 这 个 FIR 滤波 器 的 5 
个 系数 为 :h(0) 二 一 0.037、h(2) 二 0. 288、h(3) 二 0.5.h(4)==0.288.h(6) 二 一 0.037。 其 中 的 (1) 
和 有 (5) 因 半 带 滤波 器 而 等 于 零 , 所 以 没有 计算 在 内 。 我 们 用 表 7-2 列 出 这 5 个 冲击 响应 样 点 的 
计算 过 程 。 


0. 5sincC0. 527 n=1,2,3,4,5 (7-55) 


人 由 一 


表 7-2 
序号 7 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 
au 和 au 0. 064 0 一 0.106 0 0.318 0.5 0.318 0 一 0.106 0 0. 064 
汉 宁 窗 0 0.095 0.345 0.655 0. 905 1 0.905 0.655 0.345 0.095 0 
h(nt3) 0 0 一 0.037 0 0.288 0.5 0.288 0 一 0.037 0 0 


表 7-2 中 最 下 面 一 行使 用 了 n 十 3 而 不 是 n, 只 是 为 了 与 表 中 最 上 面 一 行 的 序号 对齐, 而 最 
后 得 到 的 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 h(n 十 3) 是 从 表 7-2 中 的 "一 一 3 开始 的 。 

此 外 ,我 们 还 用 图 7-18 画 出 了 与 表 7-2 对 应 的 FIR 滤波 器 冲击 响应 序列 的 计算 过 程 。 图 7- 
18a 为 从 理想 数字 滤波 器 冲击 响应 序列 ha(n) 中 截取 的 11 个 样 点 。 图 7-18b 为 汉 宁 窗 rw (2) 
的 11 个 样 点 。 用 ww (mn) 去 乘 ha(n) 就 得 到 图 7-18c 中 的 FIR 滤波 器 的 设计 结果 h(n)。 这 是 一 
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个 5 抽 头 的 FIR 滤波 器 。 
我 们 可 以 根据 h(n) 写 出 设计 完成 的 FIR 滤波 器 的 传递 函数 
H(z)=—0.037+0. 288z ?十 0. 5z 十 0. 288z “一 0. 037z (7-56) 


(a) 


(c) h(n) 
0.5 


图 7-18 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 冲击 序列 的 计算 过 程 
根据 这 个 传递 函数 画 出 的 滤波 器 实现 框图 见 图 7-19。 


0288 
中 一 一 中 


图 7-19 设计 完成 的 FIR 滤波 器 的 实现 框图 
最 后 ,我 们 对 设计 完成 的 这 个 FIR 滤波 器 进行 验证 ,主要 是 核对 它 的 幅 频 响应 。 为 此 ,对 式 
(7-56) 在 单位 圆 上 求 值 , 得 到 滤波 器 的 频率 响应 : 


H(e?)=—0.037+0. 288e 如 十 0. 5e 0 十 0. 288e 各 一 0.037e 0 (7-57) 
对 上 式 提出 公 因 子 expG30) ,并 把 复 指数 合并 为 余弦 函数 ,上 式 变 为 ; 
H(e?)=e C0.5+0. 576c0s (CQ) 一 0.074cos (30) ] (7-58) 
所 以 ,这 个 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 是 ， 
| HCe?) | 一 0.5 十 0.576cos〈0O) 一 0.074cos (30) (7-59) 


我 们 用 逐 点 计算 的 方法 画 出 这 个 滤波 器 的 幅 频 响应 曲线 ,如 图 7-20 所 示 。 图 中 的 上 图 是 式 
(7-59) 中 的 一 个 常数 项 和 两 个 余弦 项 所 表示 的 幅 频 曲线 。 把 这 三 项 全 加 起 来 就 构成 下 图 中 的 幅 
频 响 应 曲线 。 从 图 中 可 以 看 出 ,这 个 半 带 滤波 器 的 截止 频率 正好 是 折 秋 频率 的 一 半 。 因 而 验证 
了 这 个 FIR 滤波 器 设计 的 正确 性 。 但 从 图 7-20 来 看 ,过 渡 带 还 不 够 陡峭 ,这 是 因为 从 理想 滤波 
器 冲击 响应 中 截取 的 项 数 还 不 够 多 。 如 果 想 要 更 好 的 幅 频 响应 ,就 可 以 截取 更 多 的 冲击 响应 项 
数 ,比如 15 项 。 
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.0 十 
-0.074cos(342) 全 0.576cos(D) 


图 7-20 用 窗 函 数 法 设计 的 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 


7.5 用 MATLAB 设计 数字 滤波 器 


现在 的 滤波 器 设计 大 多 借助 计算 机 化 的 设计 工具 ,而 且 有 许多 这 样 的 设计 工具 ， 
MATLAB 就 是 其 中 之 一 。 

MATLAB 是 一 个 覆盖 许多 技术 领域 的 设计 工具 。 我 们 在 这 里 只 是 简要 地 叙述 如 
何 利 用 MATLAPB 来 获取 所 需要 的 数字 滤波 器 的 系数 。 一 旦 有 了 数字 滤波 器 的 系数 ， 
就 不 难 画 出 滤波 器 的 实现 框图 ,并 写 出 相应 的 庆 波 器 计算 程序 。 但 是 ,在 使 用 MAT- 
LAB 进行 设计 之 前 ,必须 确定 所 需 的 滤波 器 特性 ;在 MATLAB 完成 设计 并 给 出 滤波 
器 系数 之 后 ,必须 验证 这 些 滤 波 器 系数 。 这 就 是 说 ,在 使 用 MATLAB 进行 设计 的 之 前 
和 之 后 的 这 两 项 任务 是 滤波 器 设计 正确 与 否 的 关键 所 在 ,而 这 两 项 任务 都 是 与 数字 小 
波 器 的 设计 原理 密切 相关 的 。 所 以 ,正确 理解 数字 滤波 器 的 原理 是 利用 MATLAB 这 
类 设计 工具 的 前 提 。 下 面 将 按照 实际 使 用 MATLAB 的 步骤 来 叙述 数字 滤波 器 的 设计 
过 程 。 


7. 5.1 进入 滤波 器 设计 与 分 析 窗 口 


从 MATLAB 的 主页 开始 ,选择 [Start]- 一 [Toolboxes] 一 [Filter Design] 一 [Filter 
Design & Analysis Tool(fdatool)], 进 入 Filter Design &&. Analysis Tool(fdatooD) 设 计 窗 
口 。 


7. 5.2 完成 滤波 器 设计 
在 Filter Design & Analysis Tool(fdqatooD) 设 计 窗 口中 ,可 以 选择 下 列 设计 内 容 。 


口 Response Type: 可 以 选择 lowpass、highpass 等 。 
口 Design Method: 可 以 选择 JIR 或 FIR。 在 JIR 中 ,可 以 指定 Butterworth、Cheby- 
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shev I 或 [等 。 在 FIR 中 可 以 指定 等 纹 波 、 窗 函数 等 。 

口 Filter Order: 可 以 指定 滤波 器 的 阶 数 ,或 者 让 MATLAB 为 你 确定 最 低 的 阶 数 。 
当选 择 最 低 阶 数 时 ,MATLAB 会 根据 Magnitude Specifications 来 确定 这 个 最 低 
阶 数 。 

口 Frequency Specifications: 可 以 选择 频率 单位 .采样 频率 . 通 带 频率 、. 阻 带 频率 等 。 

口 Magnitude Specifications: 可 以 确定 通 带 增益 、 阻 带 豪 减 等 。 

口 Option:( 可 以 不 选 )。 

当前 面 5 项 选 定之 后 ,就 可 以 命令 MATLAB 开始 滤波 器 设计 。MATLAB 以 显示 

Magnitude Response dB) 告知 用 户 设 计 已 经 完成 。 


7.5.3 核对 滤波 器 特性 


这 时 你 仍 在 Filter Design & Analysis Tool(fdatool) 设 计 窗 口中 。 可 以 单 击 LAnal- 
ysis], 从 中 选择 希望 核对 的 滤波 器 特性 。 比 如 ,[Magnitude Response |]、[Phase Res- 
ponse] [Impulse Response].[ Zero/Pole Plot] [Filter Coefficients ] 等 。 


7.5.4 把 滤波 器 系数 存 入 文件 


这 时 你 仍 在 Filter Design & Analysis Tool(fdatool) 设 计 窗 口中 。 可 以 选择 LFilej 
一 [Export]。 在 出 现 Export 窗口 之 后 ,必须 完成 下 列 输入 才能 把 设计 结果 保存 在 文 
件 中 。 

口 Export To: 选 择 Coefficient FileC(ASCII) 。 

口 Options: 选 择 Decimal、Hexidecimal 或 Binary。 

然后 , 单 击 Export, 把 滤波 器 系数 存 人 指定 的 文件 内 。 如 果 把 文件 类 型 选择 为 
[. docj] 或 [. txt] ,还 可 以 使 滤波 器 系数 文件 直接 与 C 代码 相连 。 

至 此 ,使 用 MATLAB 的 滤波 器 设计 已 经 完 


小 结 


口 回顾 了 模拟 滤波 器 的 主要 特性 和 设计 方法 。 

口 在 IIR 滤波 器 设计 中 ,叙述 了 单位 冲击 响应 不 变性 和 双 线 性 变换 两 种 设计 方法 。 
其 中 的 双 线 性 变换 由 于 不 存在 频率 混 秋 而 得 到 较 多 的 应 用 。 

口 在 FIR 滤波 器 的 设计 中 ,叙述 了 窗 函 数 法 的 设计 方法 。 由 于 理想 的 数字 滤波 器 
有 无 限 长 的 冲击 响应 ,所 以 必须 用 窗 函 数 把 冲击 响应 截取 成 有 限 的 长 度 , 然 后 
再 把 它 变 成 因果 性 的 。 

口 FIR 滤波 器 还 有 其 他 一 些 设计 方法 ,其 中 最 常用 的 也 许 是 等 纹 波 滤波 器 ,也 叫 
“最 优 ?滤波 器 。 但 有 了 窗 函 数 法 的 设计 基础 之 后 ,就 不 难 理解 其 他 FIR 滤波 器 
的 设计 方法 。 
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口 最 后 叙述 了 用 MATLAB 设计 数字 滤波 器 的 方法 。 这 是 一 种 方便 .快捷 的 设计 
方法 ,但 滤波 器 的 设计 指标 必须 由 设计 者 确定 ,设计 完成 的 滤波 器 特性 也 必须 
由 设计 者 验证 。 而 更 重要 的 是 如 何在 系统 环境 下 确定 所 需 的 滤波 特性 。 这 些 
都 要 求 我 们 对 数字 滤波 器 的 特性 有 很 好 的 理解 。 


习题 


7.1 对 于 下 面 的 传递 函数 ,分 别 画 出 直接 形式 I 和 直接 形式 开 的 实现 框图 。 
1 一 0. 2z 1 十 0.5z ?十 0. 3z 
1 一 0. 8z! 十 0. 5z 十 0. 7z 3 
7.2 对 于 下 面 的 传递 函数 , 画 出 恰当 的 实现 框图 。 
3 ,1—0.4z 1! | _ 
1—z! 1—0.5z 
7.3 用 一 阶 环节 画 出 下 面 传递 函数 的 串联 形式 和 并 联 形 式 的 实现 框图 。 
0.7C1—z !) 
1 一 0. 3z !—0. 4z™? 
7.4 试 确定 下 面 框图 所 表示 的 系统 传递 函数 ,并 面 出 直接 形式 了 的 实现 框图 。 


H(z)= 


H(z) 


H(z)= 


7. 6 试 确定 下 面 离散 时 域 系统 的 差分 方程 传递 函数 和 单位 冲击 响应 。 


x(n) 


7.7 画 出 下 面 离散 时 域 系统 的 幅 频 与 相 频 响 应 。 
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x(n) 


7.8 找 出 下 面 滤波 器 实现 框图 所 对 应 的 系统 传递 本 数 电 (z) 和 冲击 响应 h(n)。 


X(m) y(n) 


7.9 ” 画 出 下 面 实现 框图 所 对 应 的 离散 系统 的 零 极点 图 ,以 及 在 直流 和 0. 25 采样 频率 处 的 
幅 频 响应 。 


x{(n) 


7. 10 一 个 线性 相 移 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 为 奇 对 称 并 有 奇数 个 样 点 ,证 明 它 必 有 一 个 零 
点 在 一 一 1, 并 设法 从 时 域 来 解释 这 个 零点 。 
7. 11 一 个 一 阶 全 通 滤波 器 的 传递 函数 为 : 


1 
Hz 一 1 二 ， |al <1 


(1) 画 出 这 个 沥 波 器 的 直接 形式 [和 直接 形式 工 的 计算 框图 。 

(2) 画 出 当 a 二 0. 98 时 的 滤波 器 的 相 频 响应 曲线 。 

(3) 当 系 数 < 用 不 同位 数 的 定点 二 进 制 表示 时 ,a 值 的 波动 性 会 使 幅 频 响应 发 生 波动 吗 ? 

7. 12 用 双 线 性 变换 设计 一 个 截止 频率 等 于 100 Hz 的 一 阶 巴 特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 中 
的 采样 频率 等 于 1 kHz。 

7.13 试 判 别 下 列 图 中 的 零 极 点 所 对 应 的 滤波 器 是 低 通 、 高 通 、 带 通 或 带 阻 。 


0) 于 2 mn G) 到 (0 加 


Xx 6y 
Rl x x 
oO © x O Re o Re D x Re 
xx xy 


第 8 章 
插值 与 抽取 


在 有 些 离散 时 域 系统 中 ,数字 信号 的 采样 率 要 求 随处 理 过 程 而 变化 。 比 如 在 音频 
范围 内 ,有 许多 不 同 的 采样 率 标准 ,包括 48kHz, 44. 1kHz、32kHz、22.05 kHz、8 kHz 
等 。 我 们 有 时 就 要 求 一 个 音频 信号 在 这 些 不 同 的 采样 率 之 间 转 换 。 一 个 包含 了 几 种 
不 同 采样 率 的 离散 系统 ,叫做 多 速率 系统 。 

改变 离散 时 域 信号 采样 率 的 方法 有 两 种 :插值 和 抽取 。 提 高 采样 率 的 过 程 叫做 插 
值 , 把 采样 率 提 高 到 原来 采样 率 工 倍 的 操作 ,叫做 1 :上 插值 。 降 低 采 样 率 的 过 程 叫做 
抽取 ,把 采样 率 降低 到 原来 采样 率 的 1/K 的 操作 ,叫做 天 : 1 抽取 。 结 合 使 用 插值 和 
抽取 的 方法 ,就 可 以 任意 改变 离散 数字 信号 的 采样 率 ,只 要 采样 率 的 改变 量 可 以 表示 
为 有 理 因 式 L/K。 

下 面 将 分 别 叙 述 插值 .抽取 以 及 结合 使 用 插值 与 抽取 的 操作 过 程 ,然后 讨论 再 采 
样 操作 。 最 后 将 讨论 使 用 DAC( 数 模 转 换 器 ) 把 离散 时 域 信号 带 回 到 连续 时 域 时 所 遇 
到 的 一 些 问题 。 


8.1 插值 


数字 信号 的 插值 是 与 一 般 的 数值 计算 中 的 插值 不 同 的 。 在 数值 计算 中 ,插值 常常 
是 对 几 个 孤立 的 数值 点 找 出 最 合适 的 多 项 式 。 在 数字 信号 处 理 中 ,首先 是 不 能 改变 信 
号 原来 的 谱 形 ;其 次 是 采样 率 提高 后 的 信号 必须 也 是 限 带 的 。 这 就 是 说 ,在 原来 信号 
的 通 带 以 外 不 允许 存在 任何 其 他 的 频率 
成 分 。 能 够 满足 这 两 个 要 求 的 插值 操作 
是 插 零 和 低 通 滤 波 。 

数字 信号 的 插 零 就 是 在 原来 的 数字 
样 点 之 间 等 间距 地 补 零 , 如 图 8-I 所 示 。 
图 中 完成 的 是 上 ==3 的 插值 。 

图 8-1 中 的 虚线 x(?) 表 示 原 始 的 模 
拟 信号 ,zx(m) 是 原来 的 信号 样 点 ,zo Cn) 
为 补 零 的 样 点 。 原 来 的 信号 样 点 z(zz) 与 图 8-1 数字 信号 的 1: 3 插值 操作 
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补 零 的 样 点 z (nn) 合 起 来 组 成 了 插 零 之 后 的 信号 样 点 ,图 8-1 中 表示 为 x,(n), 下 标 i 
表示 揪 零 。 我 们 把 原来 信号 的 采样 周期 叫做 全 ,所 以 原来 的 采样 率 ww 二 2x/T; 插 值 后 
的 采样 周期 叫做 工 ,所 以 插值 后 的 采样 率 ws 二 2x/T;。 因 此 , 当 工 二 3 时 ,ws 是 ws 的 
3 倍 。 

我 们 要 求 , 插 零 后 的 信号 样 点 x;(n) ,在 经 过 低 通 滤波 之 后 ,完全 等 于 当初 用 3 倍 
采样 率 对 模拟 信号 x(7) 进 行 采样 的 结果 。 形 象 地 说 ,就 是 把 图 8-1 中 所 有 用 圆圈 表示 
的 零 样 点 xo 《m0) 重 直 向 上 移动 到 虚线 x(t) 上， 

首先 证 明 采 用 这 种 插 零 的 方法 不 会 改变 原来 信号 的 频谱 。 为 此 ,我 们 写 出 原来 数 
字 信 和 号 xz(x) 的 z 变换 ， 

X(z) 一 3 Xm)z™ (8-1) 


假设 LL 二 3。 所 以 ,在 完成 插 零 之 后 ,在 原来 z(m) 的 每 2 个 样 点 之 间 增 加 了 2 个 零 
样 点 。 但 由 于 采样 率 的 不 同 , 插 零 后 的 单位 延迟 的 延迟 时 间 只 有 原来 采样 率 下 单位 延 
迟 的 1/3。 用 z; ! 表 示 插 零 后 的 单位 延迟 ,显然 ,z， 一 z-!，。 

现在 可 以 写 出 新 的 采样 率 下 的 信和 号 二 (人 的 zz 变换， 

Xz) = 2) zm (8-2) 

因为 zx (ww) 每 3 个 样 点 中 2 个 为 零 , 所 以 ,那些 零 样 点 的 乘积 项 完全 可 以 从 式 (8-2) 
中 删除 。 这 样 , 式 (8-2) 可 以 有 下 面 的 演算 过 程 : 

Xi 一 i(0) 十 zi(1)2 Tz Tr 二 zx (4)z 十 
=X(0) x (3)2 r(x 90) 十 
显然 ,上 式 中 的 x (3n) 等 于 插 零 之 前 的 x(m) ,而 且 ,= ”二 xz ,所 以 , 式 (8-3) 可 以 改 
写 为 : 


(8-3) 


Xi(z)=X0) 二 rz 十 TC2)z 二 zx(3)z 3 十 
一 >， Xn” 


比较 式 (8-1) 和 式 (8-4) 可 以 看 出 , 插 零 之 前 的 信号 的 z 变换 XX(z) 与 插 零 之 后 的 信 
号 的 z 变 换 X;(z) 是 完全 一 样 的 。 这 就 说 明了 插 零 不 会 改变 离散 信和 号 的 频谱 。 

虽然 揪 零 前 与 播 零 后 的 频谱 是 一 样 的 ,但 由 于 采样 率 的 不 同 , 这 个 相同 的 频谱 有 
着 不 同 的 含义 。 这 可 以 用 图 8-2 来 解释 。 图 8-2 中 的 频谱 是 原来 信号 zx() 的 幅度 谱 
1X(e” )| ,也 是 补 零 之 后 的 zi(n) 的 幅度 谱 。 但 对 于 正确 的 插值 信号 来 说 , 它 的 采样 率 
已 经 提高 到 了 原来 的 3 倍 ,所 以 ,只 有 图 8-2 中 的 1 和 4 才 是 真正 需要 的 ,而 频谱 2 和 3 
是 不 需要 的 ,应 该 去 除 。 当 把 2 和 3 去 除 之 后 ,我 们 就 得 到 了 所 要 的 幅度 谱 ;而 此 时 ， 
图 8-1 中 的 那些 用 圆圈 表示 的 zxo (mn) 的 零 样 点 就 会 向 上 移动 到 虚线 z(t) 上 。 


(8-4) 


Fe 插 零 之 后 的 

低 通 滤波 一 正确 频谱 
NS 

i 人、 1 7 
0 % 2 20% I 


图 8-2 数字 信号 zCm) 在 1: 3 插 零 之 后 ,频谱 没有 改变 ; 


但 频谱 2 和 3 是 不 需要 的 
[Xuple | 
XplD) xX(D) : 
| z | | | 
0 于] 也 kT- 一 ” 0 Wsi/2 Osi “ 
(a) 插 零 和 低 通 滤波 之 后 的 信和 号 样 点 (b) 插 零 和 低 通 滤波 之 后 的 信号 频谱 


图 8-3 在 1:3 插 零 和 低 通 滤波 之 后 的 信号 及 其 频谱 


去 除 频 谱 中 2 和 3 的 方法 很 简单 ,只 要 做 一 次 低 通 滤波 就 可 以 了 。 低 通 滤波 器 
的 截止 频率 应 该 等 于 插 零 之 后 的 折 全 频率 的 1/3( 如 果 工 二 3) ,如 图 8-2 中 的 虚线 所 
示 。 为 了 使 插值 和 低 通 滤波 之 后 的 信号 幅度 保持 插值 之 前 的 幅度 ,必须 使 低 通 滤波 
器 通 带 内 的 增益 等 于 插值 的 倍数 ,比如 , 当 工 一 3 时 取 增 益 为 3。 如 果 要 求 插值 之 后 
的 信号 仍 能 保持 原来 的 信号 形状 ,就 应 该 使 用 线性 相 移 的 FIR 滤波 器 。 使 用 了 低 通 
滤波 之 后 的 信号 及 其 幅度 谱 见 图 8-3。 要 求 不 同 的 插值 率 工 时 ,其 操作 过 程 是 与 
上 二 3 的 插值 操作 相同 的 。 我 们 把 上 面 叙 述 的 数字 信和 号 插值 操作 的 全 过 程 归纳 为 


图 8-4 中 的 流程 。 
低 通 滤波 
TSD 


采样 率 = 六 采样 率 =Lfs 采样 率 =Lfs 
图 8-4 数字 信号 的 插值 操作 流程 ,其 中 , 大 为 插值 前 的 采样 率 


Xiip(n) 
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8.2 抽取 


抽取 是 插值 的 道 过 程 。 抽 取 率 等 于 K 的 意思 是 ,原来 信号 zCn) 的 每 K 个 样 点 中 ， 
丢弃 (及 一 1) 个 样 点 而 只 保留 一 个 样 点 。 比 如 ,抽取 率 K=- 2 ,就 是 每 两 个 样 点 中 保留 一 
个 样 点 ,如 图 8-5 所 示 。 图 中 的 z(zo) 为 抽取 前 的 信号 样 点 ,包括 圆 点 的 样 点 和 圆圈 的 
本 .。 ” 样 点 。 由 于 原来 信号 的 采样 周期 为 ,所 

< 一 人 AN A 以 ,原来 的 采样 率 为 us 一 2r/T。 图 8-5 中 


- 的 圆圈 样 点 是 被 抽取 并 丢弃 的 样 点 。 所 以 ， 
ff IT 抽取 之 后 的 信号 只 竹下 那些 用 圆 点 表示 的 
mn 样 点 ;我 们 把 它们 时 做 Xaln), 下 标 d 表示 抽 


取 。 抽取 之 后 的 采样 周期 增加 到 了 TT 一 

图 8-5 数字 信号 的 2: 1 抽取 操作 “2T, 所 以 ,抽取 之 后 的 采样 率 是 抽取 前 采样 

率 的 1/2。 

我 们 可 以 从 频 域 上 来 解释 数字 信号 的 抽取 过 程 。 图 8-6 表示 了 抽取 之 前 信号 
(mm) 的 频谱 。 在 对 x(m) 完 成 2: 1 抽取 之 后 ,信号 的 采样 率 变 为 原来 采样 率 的 一 半 ， 
这 就 好 比 对 原先 模拟 信号 x( 引 是 用 ws/2 来 采样 的 ,所 以 图 8-6 的 中 心 位 于 ws 处 的 频 
谱 一 定 被 左 移 到 了 ws/2 的 频率 上 ,这 就 变 成 了 图 8-7 中 的 样子 。 这 时 ,原来 的 折 苹 频 
率 ws/2 变 成 了 现在 的 采样 频率 ws ,而 现在 的 折 县 频率 则 位 于 原来 折 松 频率 的 1/2 的 
频率 点 上 ,在 图 8-7 中 被 表示 为 wa/2。 在 图 8-7 中 ,因为 原来 的 信号 带宽 ws 超过 了 抽 
取 之 后 的 折 芋 频率 wws/2( 也 就 是 图 8-6 中 的 ws/4), 所 以 发 生 了 频率 混 准 。 由 此 可 以 
看 出 ,在 对 信号 做 抽取 时 ,如 果 简 单 地 把 信号 样 点 按 所 需 的 抽取 率 进 行 抽取 并 丢弃 ,就 
有 可 能 发 生 频 率 混 私 。 确 切 地 说 ,如 果 被 抽取 信号 的 带宽 we 超过 了 抽取 之 后 的 折 释 频 
率 ,就 一 定 发 生 混 登 。 反 之 ,如 果 ws 小 于 抽取 之 后 的 折 秋 频率 ,就 一 定 不 发 生 混 释 。 在 
对 数字 信和 号 进行 抽取 时 ,必须 知道 这 个 规则 。 


ee) 


(eion)| 频率 混 释 区 


0 as/2 ws 


Of2 Wo 200sd 
图 8-6 数字 信号 抽取 之 前 的 频谱 图 8-7 数字 信和 号 2 : 1 抽取 之 后 的 频谱 


如 果 对 信号 直接 抽取 会 导致 频率 泥 释 ,那么 ,避免 混 释 的 方法 就 是 在 抽取 之 前 对 
信号 做 低 通 滤波 ,把 信号 中 所 有 超过 ws/(2K) 的 高 频 成 分 全 部 滤 除 。 这 可 以 用 图 8-8 
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来 说 明 ,图 中 抽取 率 KK 一 2。 在 抽取 之 前 进行 的 低 通 滤波 如 图 中 的 虚线 所 示 。 当 开 一 2 
时 ,这 个 低 通 滤波 器 的 截止 频率 应 该 等 于 诛 来 采样 率 的 1/4, 或 者 等 于 原来 折 秋 频率 的 
1/2。 图 8-9 画 出 了 经 过 低 通 滤波 和 抽取 之 后 的 信号 zm(z2) 的 幅度 谱 |Xa(e” )|。 由 
图 8-9 可 知 ,经 过 低 通 和 抽取 之 后 的 信号 zz) 的 频谱 |Xw(e“ )| 已 经 不 同 于 原来 信 
号 zx(zo) 的 频谱 了 ,因为 xCm) 频 谱 中 超过 ws/2 的 成 分 已 被 低 通 滤波 滤 除 了 。 


Xe 
I Xipa(e'™7)) 


0 os/4 os/2 as 0 


t @ 
Wsa2 Csd 2wsd 
图 8-8 用 低 通 滤波 避免 因 抽 图 8-9 对 低 通 滤波 之 后 的 信号 ze (x) 
取 而 引起 的 混 蚕 进行 抽取 就 避免 了 混 融 


我 们 把 数字 信号 的 抽取 操作 画 在 图 8-10 中 。 图 8-10 中 下 面 那 条 支 路 的 意思 是 ， 
当 被 抽取 的 信号 的 带宽 ws 没有 超过 ws 的 1/(2K) 的 时 候 , 就 不 需要 做 低 通 滤波 ; 比如， 
对 图 8-3b 中 的 信号 进行 3 : 1 抽取 时 。 


低 通 滤波 
fe=fs/(2K) 


不 需要 低 通 滤波 


F 采样 率 -< 采样 率 一 | 


图 8-10 数字 信号 的 抽取 操作 , fs 为 抽取 前 的 采样 率 


8.3 ”插值 与 抽取 的 结合 使 用 


现在 把 插值 和 抽取 结合 起 来 完成 一 个 具体 信和 号 的 变 采样 率 操作 。 这 个 具体 信号 
是 44.1 kHz 采样 率 的 多 媒体 音频 信号 ,要 求 把 它 的 采样 率 降低 到 16 kHz。 

首先 要 确定 插值 率 工 和 抽取 率 玉 。 经 过 计算 发 现 ,如 果 要 精确 地 实现 上 述 的 变 采 
样 率 操作 ,将 需要 很 大 的 计算 量 和 存储 量 。 在 一 般 应 用 情况 下 ,可 以 采用 近似 的 采样 
率 转 换 。 比 如 ,把 原先 的 44. 1 kHz 的 采样 率 近似 地 看 作 44. 0 kHz。 这 样 之 后 ,我 们 可 
以 容易 地 计算 出 二 4 和 开 一 11。 根 据 工 和 天 的 值 ,可 以 画 出 变 采样 率 的 操作 流程 ,如 
图 8-11 所 示 。 图 中 的 z(m? 为 输入 信号 ,za (7z) 为 采样 率 变 成 16 kHz 之 后 的 输出 信 
号 。 变 采样 率 之 后 的 信号 za(n) 只 保留 了 原来 信号 的 8 kHz 以 下 的 成 分 ,8 kHz 以 上 
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的 成 分 已 经 被 低 通 滤波 正 滤 除了 。 其 实 , 低 通 滤波 工 与 下 这 两 个 滤波 器 是 可 以 合 二 为 
一 的 ,只 要 把 合成 的 低 通 滤波 器 的 截止 频率 设 定 为 fc 一 8. 02 kHz 就 5 以 了 。 


变 采 样 率 后 
音 需 信号 的 音频 信号 
低 通 滤波 I 低 通 滤波 开 Jia 
/22.05KH., f=8.02kH; 
采样 率 * 176.4 kHz * 16.04kHz 


图 8-11 一 个 多 媒体 音频 信号 的 变 采样 率 操作 流程 
8.4 再 采样 


在 本 章 前 面 讲 到 的 插值 操作 中 ,被 插值 的 样 点 在 时 间 上 是 固定 的 ,比如 1:3 揪 
值 。 所 以 ,插值 操作 就 是 计算 出 两 个 原来 样 点 之 间 三 等 分 时 间 点 上 的 2 个 新 样 点 。 但 
是 ,在 数字 信号 处 理 中 ,有 时 需要 计算 两 个 样 点 之 间 任 意 一 个 时 间 点 上 的 值 ,比如 ,图 
8-12 中 的 xG)。 图 中 用 虚线 画 出 的 z(t) 是 原来 的 模拟 信号 ,而 x( 一 2T) 、x( 一 全 )、 
ZX(0) .XC 了) .x(2 了 ) 是 从 xz(1) 上 采 得 的 一 个 离散 时 域 信号 zcn) 中 的 若干 个 连续 样 点 ， 
并 假设 样 点 xzC0) 的 采样 时 刻 为 当前 的 时 间 点 。 我 们 的 目的 是 找 出 时 间 点 上 的 采样 


值 X(t1) ,而 二 是 在 0 到 本 区 间 内 的 一 个 任意 的 时 间 点 o 
XG3D) _ 站 
x(n) ~ ~ 
27D) ,7 
人 YN Ei 
x \ 
~ ! x(t),” ' 
“ 0) 
“x(-4D) 1 
anes 
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cr 37 DF ST OFT 7 37 47 57 
图 8-12 两 个 样 点 之 间 任 意 时 间 点 上 的 值 zz,) 


显然 ,这 个 任务 是 不 可 能 用 前 面 叙 述 的 变 采样 率 操 作 来 完成 的 。 解 答 这 个 问题 的 
方法 只 能 是 ,把 离散 时 域 信号 返回 到 连续 时 域 中 ,然后 在 连续 时 域 中 计算 出 x(z) 在 时 
间 点 右上 的 值 。 这 个 计算 过 程 叫做 再 采样 。 

作为 再 采样 的 第 一 步 , 设 法 用 离散 时 域 信 号 z(z) 重 构 出 原来 的 连续 时 域 信 和 号 
z(Gb0。 但 首先 必须 把 离散 时 域 信号 z(n) 变 成 连续 时 域 的 表达 式 , 这 就 是 表达 成 式 
《4-2) 的 形式 。 我 们 在 这 里 重复 表达 式 (4-2) : 
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zs 人 = >) z(t) — nT) (8-5) 


其 中 的 已 采样 信号 zs(z) 是 由 zx() 经 采样 而 得 的 。 

现在 假设 zs(?) 的 频谱 为 图 8-13a 所 示 的 样子 ,图 中 各 个 相似 的 频谱 是 以 采样 频率 
fs 为 重复 周期 的 。 如 果 要 回 到 连续 时 域 ,就 只 要 保留 图 8-13a 的 中 心 位 于 零 频 的 频谱 
|X( 几 | ,而 丢弃 所 有 其 他 的 重复 频谱 。 这 实际 上 就 是 完成 连续 时 域 中 的 一 次 滤波 ,而 
且 , 这 个 滤波 器 应 该 是 一 个 理想 滤波 器 。 它 的 幅 频 特性 应 该 如 图 8-13b 中 所 示 : 通 带 “ 
范围 从 一 fs/2 到 fs/2, 即 截止 频率 等 于 大/2, 而 且 , 通 带 内 的 增益 为 TLT 为 采样 周期 ， 
但 这 里 仅 用 作 一 个 比例 常数 ,以 使 式 (8-7) 的 计算 结果 比较 简洁 ]。 我 们 还 要 求 滤波 器 
的 相位 延迟 处 处 为 零 (理想 滤波 器 是 非 因 果 性 的 ,所 以 是 可 行 的 ) 。 


Xftnfe) XA WF) 


/Ll 


t | + + t ff 
-4f6 -3 -2fp -Ah 0 .fA 2fs 3fs 4fs 


(a) 一 个 离散 时 域 信号 的 频谱 也 可 以 看 作 连续 时 域 中 的 频谱 
(A) 
T 


2 0 AAA2 
(b) 理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 响 应 
KON 


了 
-大 0 fs 


(c) 连续 时 域 信号 频谱 
图 8-13 ”用 理想 滤波 器 重 构 连 续 时 域 信号 
这 样 规定 之 后 ,我们 就 可 以 从 图 8-13b 的 理想 滤波 器 的 幅 频 响应 计算 出 它 的 冲击 
响应 。 这 就 要 使 用 式 (1-47) 的 傅 里 叶 反 变换 ， 
AD=| Hpedr= 三 ， Te df (8-6) 
式 (8-6) 的 积分 可 计算 为 ; 


工 「”” emddj TCew' 一 ee) sin (nt/T) _ 
ADO= 泛 | ee — 工 e ”一 上 ) sin (xn/T) _ 
( Ba ev dG2r 产 ) 了 元 /不 sincCt/T) 


(8-7) 
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式 (8-7) 就 是 连续 时 域 理想 滤波 器 的 系统 冲击 响应 ， 
图 8-14 所 示 。 当 t= 二 0 时 ,hh 二 1; 当 1 二 nT 时 ,h(1) 二 
来 越 小 ,并 趋 于 零 。 


是 一 个 sinc 忒 数 , 它 的 波形 如 
0; 当 的 绝对 值 增加 时 ,h() 越 


h(D) 


-57 -47 -37 -27 


图 8-14 连续 时 域 理想 滤波 器 的 系统 冲击 响应 


在 得 到 了 连续 时 域 的 冲击 响应 之 后 ,就 可 以 回 到 图 8-12 和 图 8-13, 计 算出 原来 的 
模拟 信号 z(z)。 在 图 8-13 中 ,我 们 是 用 理想 低 通 滤波 器 的 频率 响应 | 互 (了 ) | 去 乘 
|Xs( 放 | 而 还 原 出 图 8-13c 中 的 原来 的 信号 频谱 |X(CP 六 | ,这 也 就 等 于 在 图 8-12 中 用 离 
散 时 域 信号 xs(z) 通 过 理想 滤波 器 的 冲击 响应 而 恢复 出 连续 时 域 信号 z(t)。 但 是 ,两 
个 信号 的 频 域 相 乘 等 价 于 两 个 信号 的 时 域 卷 积 。 所 以 ,我 们 把 恢复 出 x(7) 的 再 采样 操 
作 归 结 为 时 域 中 的 xs (7) 与 为 之 间 的 卷 积 运算 。 

我 们 先 把 图 8-14 中 h(2) 在 时 间 上 进行 逆转 ,然后 放 到 图 8-12 中 ,并 使 h(2) 的 纵 坐 
标 与 时 间 对 准 。[ 连 续 时 域 中 的 卷 积 计算 与 离散 时 域 中 的 做 法 是 完全 一 样 的 。 当 用 
卷 积 来 计算 zz ) 的 时 候 ,就 把 (4) 的 时 间 零 点 与 如 对齐 。] 这 样 ,得 到 图 8-15。 


x(37D) _ _x(47) 
Xx(n) ,9 ?+、 
[Ys x ~_x(5D 
500 x 一 本 
| (7T) 
0 WA -xs(f) A -一 
30 0 
20 -MX 477 ya 
: 、 XC-7D7 
10 DA-2nDY -| i 
~ L 


图 8-15 用 卷 积 计算 连续 时 域 信号 在 任意 时 间 点 上 的 值 
图 8-15 中 上 面 的 离散 序列 x(nT) 是 从 图 8-12 中 复制 过 来 的 。 因 为 h(z) 是 左右 对 
称 的 ,所 以 ,为 做 卷 积 而 使 A(2 在 时 间 上 逆转 后 得 到 的 波形 ,是 与 原来 h(2) 的 波形 一 样 
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的 ,这 就 是 图 8-15 中 下 面 的 那个 波形 。 

现在 我 们 可 以 按照 图 8-15 来 计算 z(t )。 从 图 中 可 知 , 卷 积 中 的 乘积 项 只 在 …、 
一 2 了 一 T.0、T.2T、… 这 些 时 间 点 上 的 值 不 为 零 , 除 此 之 外 都 为 零 。 所 以 , 卷 积 计 算 就 
从 原先 的 积分 变 成 了 累加 ,具体 地 说 ,就 是 计算 zn) 与 h(z) 在 这 些 采样 时 间 点 上 的 乘 
累加 和 。 我 们 参考 式 (5-12) 的 形式 写 出 计算 zGa ) 的 卷 积 公式 ， 


xX(h) 一 >) znTh Cn — nT) (8-8) 


式 (8-8) 的 右边 是 无 数 个 乘积 项 的 全 加 ,但 随 着 n 向 正 负 两 侧 的 伸展 ,由 于 有 C2) 的 不 
断 衰 减 ,乘积 项 会 越 来 越 小 。 所 以 ,我们 一 般 截取 中 心 两 侧 的 有 限 项 作为 近似 ,比如 , 截 
取 8 项 .16 项 或 32 项。 在 这 样 截取 的 时 候 , 一 般 还 要 对 截 得 的 冲击 响应 h(t 一 x 了 加 窗 
函数 (加 窗 函 数 的 方法 可 参阅 9.9 节 )。 为 了 使 叙述 比较 简洁 ,在 这 里 只 截取 4 项 。 但 在 
实际 的 再 采样 操作 中 ,至 少 截取 8 项 。 

在 截取 4 项 之 后 ,得 到 zGa) 的 近似 值 : 


2 


ZH) se > rT — nT) 


n=—1 


= x T+T)+rOOR + zr Th T) (8-9) 
十 xzC2TOh Cn — 2T) 
上 式 中 的 4 个 乘积 项 分 别 对 应 于 图 8-15 中 的 一 1.0、1、2 这 4 条 虚线 所 指示 的 乘 
法 。 如 果 截 取 8 项 , 那 就 要 在 图 8-15 中 向 两 侧 各 增加 两 个 乘积 项 ,这 就 是 图 中 的 一 3、 
一 2.3.4 这 4 条 虚线 。 
用 图 8-15 中 的 具体 数值 来 计算 这 个 x(t)。 根 据 图 8-15 中 的 标尺 和 xb 的 波形 ， 
可 以 大 概 确定 这 些 值 :zx( 一 T)= 二 10、x(0) 二 25、x(T) 二 41、x(2T)=57, 再 采样 的 时 间 点 
为 五 一 0. 37T。 
首先 计算 出 式 (8-7) 中 的 MT 一 0. 37, 然 后 就 可 以 使 用 式 (8-7) 和 式 (8-9) 计 算 z(0. 37 了 TD 


的 近似 值 : 
xz(0.37T)szl0sinc(1.37) 十 25sinc(0. 37) 十 41sinc( 一 0. 63) 十 57sinc( 一 1. 63) 
二 10 久 (一 0.213) 十 25X0.789 十 41X0. 464 十 57X( 一 0. 179) (8-10) 
一 26. 4 


将 上 式 的 结果 与 图 8-15 中 <G5a) 的 具体 数值 相 比 之 后 ,发 现 这 个 计算 结果 有 较 大 
的 误差 。 其 中 最 根本 的 原因 是 对 无 限 长 的 h(z) 只 截取 了 其 中 的 4 个 样 点 。 如 果 增 加 
点 数 , 用 前 后 4 个 或 8 个 样 点 计算 z(0. 377) ,一 定 可 以 得 到 较 好 的 精度 。 此 外 ,施加 恰 
当 的 窗 函 数 也 可 以 有 效 提高 再 采样 的 精度 ,而 式 (8-9) 中 的 计算 没有 加 窗 函 数 。 但 是 ， 
除了 这 两 个 原因 之 外 ,我 们 可 以 想到 ,引起 误差 的 另 一 个 重要 原因 是 所 谓 的 “系数 归 一 
化 ”, 就 是 使 式 (8-9) 中 的 4 个 h(t 一 nT) 之 和 等 于 1。 表 8-1 列 出 了 hs 一 nT) 归 一 化 
之 后 的 计算 结果 。 这 个 计算 结果 是 x(z,) 二 30. 63, 与 图 8-15 中 的 z(t ) 非 常 接近 。 
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表 8-1 
n 一 1 0 1 2 
>(C2T) 10.0 25.0 41.0 57.0 
hlti—nT) 一 0. 213 0. 789 0. 464 一 0. 179 
归 一 化 的 (a 一 nT) 一 0. 247 0. 916 0. 539 一 0. 208 
x(nT)h, Ct —nT) 一 2. 47 22. 9 22.1 一 11.9 
Z(0. 37T) 30, 63 


最 后 我 们 对 信号 重 构 做 一 个 简要 说 明 , 因 为 信号 重 构 是 数字 信号 处 理 的 一 个 基本 
内 容 。 信 号 重 构 的 意思 是 ,如 果 使 用 式 (8-7) 的 连续 时 域 冲击 响应 h(t) 对 式 (8-5) 中 的 
连续 时 域 信号 zs (四 进行 滤波 ,就 可 以 重 构 出 原来 连续 时 域 中 的 信号 xz(1)。 因 此 , 式 
(8-7) 所 表示 的 连续 时 域 的 理想 滤波 器 就 叫做 重 构 滤波 器 。 但 从 另 一 方面 说 ,信号 重 
构 只 是 理论 上 的 叙述 ,是 无 法 实现 的 。 从 离散 时 域 返回 连续 时 域 , 一 般 都 是 使 用 DAC 
( 数 模 转换 器 ) 的 方法 ,这 就 是 下 一 节 要 讨论 的 内 容 。 


8.5 用 DAC 从 离散 时 域 返回 连续 时 域 


大 多 数 离散 时 域 信 号 必须 转变 为 连续 时 域 信号 之 后 才 可 以 被 利用 ,比如 音频 信 
号 。 所 以 ,在 这 一 节 中 我 们 将 叙述 DAC 的 功能 ,以 及 由 于 使 用 DAC 而 引起 的 信和 号 频 
谱 变化 的 一 些 问题 。 

DAC 的 操作 过 程 正 好 与 3. 1 节 中 的 ADC 相反 ,可 以 分 为 反 量 化 器 和 有 零 阶 保持 器 
(ZOH) 两 个 部 分 ,如 图 8-16 所 示 。 其 中 的 反 量 化 器 把 图 中 的 数字 信号 x(nT) 转 变 为 
采样 数据 信号 xso (1) ;而 采样 数据 信和 号 za C2) 已 经 可 以 看 作 连 续 时 域 信号 了 。 零 阶 保 
持 器 的 功能 是 把 反 量化 器 输出 信号 za (2) 的 每 个 样 点 值 都 延续 一 个 采样 周期 ,以 此 产 
生 一 个 阶梯 形 的 输出 信号 zm(D 。 输 出 信号 zw (只 在 采样 时 间 点 上 才 等 于 原来 的 模 
拟 信号 ( 指 图 8-16 右 下 方 的 虚线 ) ,在 其 他 时 间 上 则 完全 不 同 于 原来 的 模拟 信号。 


CE] ; 


图 8-16 DAC 的 操作 可 分 解 为 反 量化 和 零 阶 保持 两 个 步 双 
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那么 ,是 什么 原因 使 DAC 的 输出 信号 与 原来 的 波形 有 这 样 的 不 同 呢 ? 把 图 8-16 
与 图 8-13 比较 后 可 知 ,原因 是 用 DAC 中 的 零 阶 保持 器 取代 了 图 8-13b 的 理想 低 通 滤 
波 器 。 所 以 , 零 阶 保持 器 是 问题 所 在 ,也 是 我 们 在 下 面 要 讨论 的 。 

零 阶 保持 器 的 功能 可 以 用 图 8-17 来 
表示 ,图 中 的 了 为 离散 序列 的 采样 周期 。 
在 图 8-17 中 , 零 阶 保持 器 把 xw (四 的 每 ”信人 、 
个 样 点 值 保持 了 时 间 工 , 然 后 回 到 零 ; 这 0 
就 生成 了 图 8-17c 中 的 阶梯 波形 za (2)。 nD 
所 以 , 零 阶 保持 器 的 时 域 特 性 可 以 表示 为 和 
图 8-17b 中 的 h(t)。 实 际 上 ,ho (1) 就 


(a) xsp(D) 0 


是 零 阶 保持 器 的 冲击 响应 ,因为 它 的 每 一 1 


0 T 


个 输入 样 点 都 可 以 看 作 一 个 8 函数。 为 
了 计算 上 的 方便 ,我 们 把 图 8-17b 中 
Au (GD 的 高 度 设 为 1/T。 

我 们 来 分 析 零 阶 保持 器 的 频率 特性 。 
根据 图 8-17b 中 零 阶 保持 器 的 冲击 响应 


hu(D ,可 以 用 傅 里 叶 变 换 来 计算 它 的 频 图 8-17 零 阶 保持 器 的 功能 
率 响 应 : 

i wi lu ia _l ja 0 1 iT 
Hoa) =| haiDerd=| 二 Xem d= ) 


(8-11) 
对 上 式 最 右边 括号 中 的 两 项 ,可 以 提出 公 因 子 exp( 一 jwT/2) ,然后 使 用 正弦 函数 的 欧 
拉 恒 等 变换 。 这 样 , 上 式 变 为 : 
_ G juT/2 jaT/2 一 iar/2 、 jwT/2 in (wT /2) _ 
Ha = Te ee SP 这 (8-12) 
由 式 (8-12) 可 知 , 零 阶 保持 器 的 幅 频 响 应 是 一 个 sinc 函数 ,或 者 说 , 零 阶 保持 器 是 一 个 
sinc 滤波 器 。 当 ww 为 ws 的 整数 倍 时 , 式 (8-12) 的 正弦 函数 中 的 弧度 数 为 : 


叱 = 名 一 名 k= ,21,0,1,2，… 
因此 , 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 在 w==0 时 等 于 1; 在 整数 倍 于 ws 的 频率 处 都 等 于 零 。 根 
[Hon(0)| 据 式 (8-12) 画 出 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 ,如 
1.0 图 8-18 所 示 。 


根据 式 (8-12), 零 阶 保持 器 的 相 频 响应 

等 于 一 wT/2, 是 线性 相 移 。 
0 as 200s 30s 40s @ 注意 ; 当 频 率 多 越过 士 ws, 十 3ws 等 频 
率 点 时 ,， 式 (8-12) 中 的 分 式 会 出 现 负 有 号 。 
把 这 个 负 号 归 入 相位 之 后 ,就 使 相位 产生 


图 8-18 零 阶 保持 器 的 幅 频 响 应 
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180" 的 突变 。 但 如 果 我 们 仅 考 虑 0 到 us 的 主要 频率 区 , 相 移 就 是 线性 的 。 

我 们 用 一 个 例子 来 验证 零 阶 保持 器 对 信和 号 相位 的 影响 。 这 个 例子 是 一 个 振幅 等 于 
1 的 离散 时 域 正 弦 信 号 , 它 的 频率 是 采样 频率 的 1/4, 所 以 ,在 每 个 信号 周期 了 内 有 4 个 
样 点 。 图 8-19 画 出 了 这 个 正弦 序列 经 过 DAC 的 反 量 化 操作 之 后 得 到 的 采样 数据 信和 号 
Ze ,以 及 被 零 阶 保持 后 的 阶梯 波形 zu 50。 图 中 假设 正弦 序列 的 初 相 为 零 。 从 
图 8-19b 可 以 看 出 ,DAC 的 零 阶 保持 操作 使 DAC 的 输出 信号 zu G 轨 产 生 了 x/4 的 相位 
延迟 。 这 个 一 x/4 的 相 移 是 由 式 (8-12) 中 的 相 频 响应 一 wT/2 产生 的 。 因 为 现在 的 正弦 
信和 号 的 频率 等 于 ws/4, 所 以 它 的 相 移 应 该 等 于 一 wT/2 二 一 (ws/4) (2r/ws) /2 二 一 mn/4。 


， 延迟 /4 


(a) 正 荡 序列 被 反 量 化 之 后 的 波形 (b) 经 过 保持 操作 之 后 的 阶梯 波形 


图 8-19 一 个 正弦 序列 被 DAC 反 量 化 之 后 得 到 的 采样 数据 信号 za (2)， 
以 及 被 DAC 零 阶 保持 操作 之 后 的 阶梯 波形 za (2) 

零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 对 DAC 输出 的 连续 时 域 信 号 zu (2) 的 影响 可 以 用 图 8-20 
来 解释 。 图 8-20a 表示 了 一 个 正 余弦 信号 被 采样 后 所 形成 的 线 谱 。 在 这 些 谱 线 中 ,只 
有 最 低频 率 处 的 那 条 谱 线 是 需要 的 ,其 他 所 有 频率 较 高 的 谱 线 都 是 不 需要 的 ,都 应 该 
用 理想 低 通 滤波 器 滤 除 。 图 8-20b 中 的 虚线 表示 了 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 ( 即 图 8-18 
中 的 曲线 ) ,也 就 是 零 阶 保持 器 的 滤波 作用 。 因 为 零 阶 保持 器 的 幅 频 响应 不 像 理 想 滤 
波 器 的 幅 频 响应 那么 好 ,所 以 ,那些 高 频谱 线 没有 被 完全 滤 除 ,而 只 是 被 衰减 之 后 仍然 
进入 到 DAC 的 输出 信号 中 ,这 就 是 DAC 输出 信号 变 为 阶梯 形状 的 原因 。 这 些 被 衰减 
的 高 频谱 线 一 般 叫 做 “残余 镜像 ”。 消 除 这 些 残余 镜像 的 方法 是 在 DAC 之 后 使 用 一 个 
截止 频率 等 于 ws/2 的 模拟 滤波 器 。 如 果 这 个 模拟 滤波 器 有 很 好 的 过 渡 带 和 阻 带 特性 ， 
那么 ,从 这 个 模拟 滤波 器 得 到 的 输出 信号 就 可 以 非常 接近 于 原来 的 模拟 信号。 所 以 ， 
在 一 般 情况 下 ,DAC 的 后 面 要 有 一 个 抗 镜像 模拟 低 通 滤波 器 ;这 就 好 比 在 ADC 之 前 一 
般 都 要 有 一 个 抗 混 玲 模拟 低 通 滤波 器 。 

DAC 中 的 零 阶 保持 器 除了 引起 残余 镜像 失真 之 外 , 它 的 幅 频 响应 还 会 使 信号 通 带 
内 较 高 频率 的 成 分 受到 衰减 ,如 图 8-21 所 示 。 我 们 可 以 根据 式 (8-12) 计 算出 信和 号 通 
带 内 的 衰减 量 。 比 如 , 当 频 率 等 于 ws/2( 通 带 的 最 高 频率 ) 时 ,DAC 零 阶 保持 器 的 幅 频 
响应 衰减 到 了 0. 636, 即 图 中 的 一 4. 0 dB。 对 这 个 幅 频 响应 衰减 的 补偿 可 以 在 离散 时 
域 或 连续 时 域 中 进行 。 图 8-21 画 出 了 两 种 最 简单 的 离散 时 域 补偿 滤波 器 的 幅 频 响 
应 。 其 中 的 FIR 补偿 滤波 器 的 传递 函数 是 ， 
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图 8-20 零 阶 保持 器 的 幅 频 响 应 使 ru (z) 中 携带 了 大 量 的 “残余 镜像 "高 频 分 量 
1 9 1 
H(z)= 16t ge TT (8-13) 区 oj| 人 
而 IIR 补偿 滤波 器 的 传递 函数 是 ， Ss i 
_ 9 : Na 
Ha (2) 8 (8-14) -20+ A SR 
和 种 内 的 久 虎 用 应 入、 
从 图 8-21 中 的 曲线 形状 来 看 ,这 两 个 滤 0 : 
波 器 都 有 一 定 的 频率 补偿 能 力 。 当 然 ,我 们 “0 二 os ™ 
可 以 设计 更 好 的 补偿 滤波 器 ,或 者 使 用 置 于 图 8-21 零 阶 保持 器 通 带 内 的 幅 频 响 
DAC 后 面 的 模拟 滤波 器 进行 补偿 。 应 及 其 离散 时 域 补偿 


小 结 


山 提高 数字 信号 采样 率 的 方法 是 插值 ,这 就 是 在 样 点 之 间 均 匀 补 零 。 均 匀 补 零 不 


会 改变 原来 数字 信号 的 频谱 。 
频 区 内 的 多 余 频 谱 。 


但 在 衬 零 之 后 必须 增加 一 次 低 通 滤波 ,以 滤 除 高 


品 降低 数字 信号 采样 率 的 方法 是 抽取 ,但 必须 保证 抽取 操作 不 会 产生 频率 混 释 。 
所 以 ,在 抽取 之 前 的 低 通 滤 波 有 时 是 必需 的 。 

L] 结合 使 用 插值 和 抽取 可 以 任意 改变 数字 信和 号 的 采样 率 。 

D] 计算 出 两 个 样 点 之 间 任 意 时 间 点 上 的 采样 值 的 方法 叫做 再 采样 ,这 是 从 理论 上 
把 离散 时 域 信号 返回 到 连续 时 域 中 的 计算 方法 ,其 中 使 用 了 模拟 理想 低 通 滤 
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波 器 。 

口 模拟 理想 低 通 滤波 器 的 系统 冲击 响应 是 一 个 时 间 上 无 限 长 的 sine 函数 。 在 实 
际 工作 中 都 是 使 用 恰当 的 窗 消 数 截取 其 中 的 主要 部 分 。 

口 从 离散 时 域 返 回 到 连续 时 域 的 时 候 , 实 际 上 可 以 使 用 的 方法 只 有 DAC( 数 字 
PWM 也 可 以 完成 数 模 转换 ,但 一 般 只 用 于 过 采样 的 情况 )。 而 且 在 DAC 之 
后 ,一 般 都 需要 增加 一 -次 模拟 低 通 滤波 ,以 抑制 残余 镜像 。 同时 ,还 要 注意 零 阶 
保持 器 对 通 带 内 较 高 频率 区 信号 的 衰减 ,在 必要 时 可 以 进行 数字 或 模拟 补偿 。 


习题 


8. 1 假设 语音 信号 的 采样 率 为 8 kHz。 为 了 正确 提取 语音 的 基 频 (也 叫 声调 ) ,一 
般 先 要 把 采样 率 降下 来 。 已 知 语音 基 频 的 最 高 频率 不 超过 500 Hz, 试 设计 这 个 语音 信 
号 的 变 采 样 率 框图 。 

8.2 在 产生 一 个 连续 时 域 正 汞 信号 时 ,我 们 可 以 先 产 生 振 幅 等 于 1 的 离散 正弦 
序列 y(n) ,然后 经 过 DAC 转换 成 连续 时 域 信 号 。 其 中 ,正弦 信号 的 频率 为 w ,采样 率 
为 ws。 

(1) 画 出 w= 二 ws/8 时 DAC 输出 信号 的 幅 频 谱 。 

《2) 画 出 ow 二 ws/8 时 DAC 的 输出 信号 内 人。 

《3) 确定 DAC 对 频率 位 于 (ws 一 ww) 处 的 第 一 个 镜像 谱 线 的 衰减 量 。 

(4) 假设 要 产生 频率 ww 从 0 到 ws/4 的 正弦 信号 , 试 确定 后 置 模拟 低 通 滤波 器 的 截 
止 频率 。 

8.3 ”我 们 想 用 一 个 截止 频率 为 ws/2 的 理想 模拟 滤波 器 从 离散 序列 a(n) 恢 复出 
原来 的 模拟 信号 a.(z)。 做 法 是 把 图 8-14 中 的 sinc 函数 的 垂直 轴 分 别 与 离散 序列 a(n) 
中 的 每 个 样 点 对 齐 , 因 此 ,这 个 sinc 波形 就 可 以 看 作 由 每 一 个 样 点 a(n) 产 生 的 连续 时 
域 波形 。 把 所 有 这 样 的 波形 县 加 起 来 就 可 以 重 构 模 拟 信和 号 a.(1)。 试 画 出 大 概 的 善 加 
波形 图 。 为 了 简化 画 制 过 程 ,我 们 假设 cz 都 等 于 1 ,并 可 借助 表 1-1。 


第 9 章 
离散 傅 里 时 变换 


离散 傅 里 叶 变 换 (DFT)7 是 离散 时 域 中 的 频 域 分 析 工 具 , 它 可 以 显示 离散 时 域 信 号 
的 频率 组 成 。 这 就 好 比 在 连续 时 域 中 用 傅 里 叶 级 数 表 示 周 期 信号 的 频率 组 成 。 从 主 
要 性 质 来 看 ,离散 时 域 中 的 DFT 与 连续 时 域 中 的 傅 里 叶 级 数 展开 非常 相似 。 由 于 这 
个 相似 性 ,我 们 就 可 以 利用 傅 里 叶 级 数 展开 导出 DFT 的 计算 公式 。 我 们 的 讨论 从 复 
指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 开始 。 


9. 1 复 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


1.4 节 已 经 详细 叙述 了 把 连续 时 域 的 周期 信号 展开 为 傅 里 时 级 数 的 方法 。 我 们 假 
设 被 展开 的 连续 时 域 周 期 信号 (六 的 周期 为 T ,因而 它 的 复 指数 形式 的 傅 里 时 级 数 
展开 式 就 像 式 (1-36) 那 样 。 为 了 本 章 氢 述 的 一 致 性 ,我 们 用 不 代替 式 (1-36) 中 的 n, 因 
而 式 (1-36) 改 写 为 : 
(人间 =e 二 Xie 十 X, 十 Xie 十 Xue 十 … 


一 六 ee 
ko» 


其 中 ,wo 二 2x/T 为 模拟 信号 xz(7) 的 频率 ,也 是 全 里 叶 级 数 展开 式 中 的 基 频 ,而 式 
(9-1) 中 各 复 指数 项 的 系数 义 , 可 以 按照 式 (1-41) 计 算 : 


X= 不 | z(teiigt =,— 2,— 1,0,1,2..: (9-2) 
0 


(9-1) 


9.2 离散 傅 里 叶 变 换 


由 式 (9-2) 可 以 得 出 一 个 对 于 DFT 很 有 用 的 结论 :把 周期 信号 z(t) 展 开 为 复 指数 
形式 的 傅 里 叶 级 数 的 方法 ,是 用 一 个 随时 间 而 围绕 单位 圆 旋转 的 单位 复 矢 量 
exp( 一 jwo 思 去 乘 x(2) ,然后 计算 出 乘积 在 x(2) 的 一 个 周期 内 的 积分 平均 值 ,其 中 的 
kwo 是 式 (9-2) 中 正在 计算 的 复 指数 分 量 的 频率 , 它 是 基 频 的 整数 信 。 

如 果 把 式 (9-2) 的 这 个 算法 移植 到 离散 时 域 中 ,就 可 以 这 样 说 :计算 离散 序列 x(n) 
的 DFT 的 方法 ,是 用 一 个 随时 间 而 围绕 单位 圆 旋转 的 单位 复 矢 量 exp( 一 jkw。nT) 去 乘 
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x(n) ,然后 计算 出 这 个 乘积 在 x(w) 的 一 个 信号 周期 内 的 累加 和 的 平均 信 。 其 中 的 kw。 
是 xCn) 的 第 & 个 DFT 分 量 的 频率 ,而 T 为 离散 时 域 的 采样 周期 。 

这 里 ,我 们 看 出 了 和 傅 里 时 级 数 展开 与 DFT 之 间 的 一 个 不 同 点 : 健 里 叶 级 数 展开 中 
的 信号 周期 是 已 知 的 ;而 DFT 由 于 是 用 作 实时 分 析 的 ,所 以 ,信号 周期 是 不 知道 的 。 
因此 ,对 于 离散 序列 xCx) ,我 们 只 能 说 成 是 从 一 个 很 长 的 离散 时 域 信 号 中 截取 下 来 的 
连续 的 NN 个 数字 样 点 。 这 个 截取 操作 表示 在 图 9-1 中 ,图 9-1a 中 的 zx,(n) 就 是 那个 很 
长 的 离散 时 域 信号 ,而 图 9-1b 中 由 NN 个 样 点 组 成 的 离散 序列 x(x) 是 从 zy (n) 中 随意 
截取 下 来 的 。 


| Mim 
可 


svew(m) 。 周期 TNT “一 xz 一 一 
QO、 o ; 


< 向 左 侧 无 限 重复 伸展 一 六 -NN 个 样 点 -> 向 右 侧 无 限 重复 伸展 一 > 
图 9-1 从 数字 信号 x Cm) 中 截取 NN 个 样 点 ,把 这 N 个 样 点 构成 的 
xz(m 看 作 一 个 周期 ,向 两 侧 无 限 重复 伸展 而 构成 rw Cm) 


为 了 能 借用 连续 时 域 健 里 叶 级 数 展开 的 计算 方法 ,我 们 必须 用 截 得 的 x(n) 构成 一 
个 新 的 周期 信号 。 其 做 法 是 把 x(n) 视 作 一 个 周期 ,并 以 这 样 的 一 个 周期 向 两 侧 无 限 重 
复 和 延伸 ,以 此 组 成 一 个 新 的 离散 时 域 周期 信号 。 这 就 是 图 9-1b 中 的 zwew Cm) , 它 的 
周期 To 二 NT。 这 样 之 后 ,我 们 就 可 以 用 连续 时 域 中 傅 里 时 级 数 展开 的 类 似 的 分 析 方 
法 ,对 离散 序列 x(n) 进 行 分 析 。 

现在 就 可 以 参照 式 (9-2), 写 出 图 9-1b 中 由 N 个 样 点 组 成 的 离散 序列 zz) 的 
DFT 计算 公式 : 

Xk) = 2) re k=0,1,2,.…,N—1 (9-3) 
其 中 ,w。 一 2x/T。 二 2x/(NT) 是 zew(m) 的 频率 ,在 DFT 中 称 为 DFT 的 基 频 ;T 为 采 
样 周期 。& 的 变化 范围 从 0 到 (N 一 1) ,这 是 因为 离散 时 域 系统 的 频谱 是 以 采样 频率 ws 


为 周期 而 循环 的 。 
把 上 面 的 wo 一 2r/CNT) 代 入 式 (9-3) 之 后 ,得 到 ， 


[a] 
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AFI 
XCk) = > ze k=0,1,2,.,N—1l (9-4) 

我 们 通常 把 式 (9-4) 的 复 指数 中 的 常数 因子 exp( 一 j2x/N) 写 成 Wn: 
ei = Wy (9-5) 


在 DFT 中 ,Ww 被 叫做 旋转 因子 。 
在 使 用 了 式 (9-5) 的 旋转 因子 Ww、 的 简洁 表示 之 后 , 式 (9-4) 变 为 ; 


Nl 
Xk) = 2 WK k=0,1,2,…,N—1 (9-6) 


式 (9-6) 就 是 常用 的 DFT 计算 公式 。 其 中 的 W% 随 着 & 和 的 递增 而 围绕 单位 圆 旋 
转 , 所 以 叫做 旋转 失 量 。 而 且 , 从 式 (9-5) 可 知 ,W% 中 的 复 指数 是 负 的 ,所 以 ,旋转 矢量 
WA 是 随 着 四 与 2 的 递增 而 向 负 方 向 ( 顺 时 针 ) 旋 转 的 。 此 外 ,类 似 于 式 (9-2) 中 积分 号 
之 前 的 比例 因子 1/T ,在 式 (9-6) 的 连 加 号 之 前 也 应 该 有 一 个 比例 因子 1/N。 但 习惯 
上 的 做 法 是 把 它 移 到 DFT 反 变 换 的 公式 中 。 

我 们 有 必要 解释 DFT 计算 公式 (9-6) 中 的 3 个 参数 :Na 和 A&。N 为 输入 序列 
z(0 的 样 点 数 ,也 是 DFT 输出 的 频率 点 数 , 即 X(CE) 的 个 数 。7z 为 输入 序列 z (Cn) 的 样 点 
序号 ;为 输出 频谱 义 (4) 的 序号 ;n 和 都 是 从 0 变 到 (N 一 1) 并 以 NN 为 周期 而 循环 。 

DFT 中 这 3 个 参数 的 相互 关系 可 以 表示 在 图 9-2 中 ,图 中 的 N 一 8。 在 图 9-2 的 
左边 ,我 们 用 直线 表示 了 这 3 个 参数 之 间 的 关系 。 其 中 ,xzCn) 的 时 间 长 度 NT 确定 了 
DFT 的 基 频 w, 二 2x/CNT)。 这 个 基 频 也 就 是 图 9-1b 中 那个 很 长 的 数字 信号 zew Cx) 
的 频率 。 离 散 时 域 中 的 频谱 总 是 以 采样 频率 ws 而 循环 的 ,所 以 ,DFT 中 最 高 频率 分 量 
的 频率 总 是 比 ws 小 一 个 wo。 


x(2) 


DFT 的 输入 序列 x(n) x(3) 


EDAD DD DA 
0 计生 生生 全 汪 9 


NT 


x(6) 
DFT 的 输出 频谱 X( 局 X(2) 


k 
于 二 二 
<D FT 


k (Wo=27/(NT) 
Noo 
Os 


图 9-2 DFT 中 的 3 个 参数 .Nn 和 k。 图 中 N=8 
上 面 的 分 析 指 出 了 DFT 和 健 里 寺 级 数 展开 的 一 个 不 同 点 : 健 里 叶 级 数 展开 式 中 


X(6) 
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谐 波 分 量 的 频率 是 趋 于 无 穷 大 的 ,而 DFT 频谱 中 的 最 高 频率 却 不 超过 采样 频率 ws , 尽 
管 DFT 和 傅 里 叶 级 数 展开 在 其 他 方面 是 非常 相似 的 。 

由 于 DFT 中 的 x(n) 和 XX(&) 都 是 以 NN 为 周期 而 循环 的 ,我 们 就 可 以 把 图 中 左边 的 
直线 形式 画 成 右边 的 圆周 形式 。 从 右边 的 两 个 圆 可 知 ,在 N= 二 8 的 前 提 下 ,DFT 中 的 
Zz(8) 就 是 z(0),X(C9) 就 是 X(I) ,等 等 。 

最 后 ,我 们 从 图 9-2 还 可 以 知道 ,在 DFT 的 环境 中 ,时 间 和 频率 都 是 离散 的 ;但 在 
一 般 的 DSP 处 理 中 ,时 间 是 离散 的 ,频率 是 连续 的 。 


9.3 离散 傅 里 时 反 变 换 


我 们 可 以 参照 式 (9-1) 写 出 DFT 反 变 换 的 计算 公式 : 
1 
zx — NE XOWP n=0,1,2,, Nm1 (9-7) 


上 式 右边 的 1/N 是 从 式 (9-6) 中 移 过 来 的 。 旋 转 矢 量 Wi* 是 随 k 和 的 递增 而 正 向 
( 北 时 针 ) 旋 转 的 ,这 与 式 (9-6) 中 W% 的 旋转 方向 正好 相反 。DFT 与 DFT 反 变换 在 具 
体 计算 时 就 只 有 这 点 差别 。 

我 们 来 证 明 DFT 反 变换 公式 (9-7)。 只 要 把 式 (9-6) 代 入 式 (9-7) 的 右边 即 可 。 但 
必须 注意 把 式 (9-6) 中 的 变量 n 改 为 其 他 符号 ,比如 mx。 这 样 ,这 个 mx 就 与 式 (9-7) 中 
的 n 无关 ,两 者 可 以 独立 变化 。 这 样 之 后 , 式 (9-7) 的 右边 可 以 写 为 ; 


] N—1 Nl 1 Nl N-l 
式 (9-7) 的 右边 一 六 之) | 22) (2 友和 多 | Wx 一 N27 2 Tr We" 
k=—0 0 0 


= k=0 m= 


上 式 中 ,k 和 wm 是 递增 变化 的 ,而 是 暂时 固定 的 ,因为 我 们 正在 试图 计算 式 (9-7) 左 边 的 x(n)。 
把 上 式 右边 的 两 个 连 加 号 交换 位 置 之 后 ,可 以 得 到 ，: 


N11 Nl 
式 (9-7) 的 右边 一 言 》 > zm)Wi" (9-8) 
m—0 k=0 


在 上 式 右 边 , 随 着 m 和 & 分 别 从 0 变 到 (CN 一 1) ,总共 要 完成 NXN 次 累加 。 在 这 NX 
NN 次 累加 中 ,m 王 n 时 的 NN 个 乘积 项 都 等 于 z(z)。 而 所 有 其 他 mx 关 n 的 乘积 项 ,由 于 
xX(m) 每 次 乘 一 个 不 同 的 复 指数 矢量 而 互相 抵消 。 这 其 实 就 是 复 指数 信号 的 对 称 性 ， 
我 们 用 一 个 具体 的 数值 来 说 明 。 

假设 "一 0, 这 就 是 说 ,我 们 正 试图 用 式 (9-8) 计 算 z(0)。 在 式 (9-8) 中 ,为 了 计算 
ZX(0),m 要 从 0 变 到 (CN 一 1)。 我 们 先 计算 一 0 时 式 (9-8) 右 边 的 后 一 个 累加 和 。 这 
时 ,要 从 0 变 到 (N 一 1), 一 共 做 NN 次 累加 。 这 个 计算 过 程 可 以 写 为 ; 


和 一 1 


N-1 Al 
m 为 0 时 的 累加 和 一 2) xCO)W% = 》 xz(0)en 一 》) z(0) = Nz(O) (9-9) 
k=0 


k=0 k=0 


我 们 再 来 看 m==1 时 的 累加 和 ,这 也 要 做 NN 次 累加 ， 
m 为 1 时 的 累加 和 二 2 zx(1)WS = z(1) 》) ew (9-10) 


到 一 人 
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利用 欧 拉 恒 等 变换 之 后 ,上 式 可 以 写 为 : 
mm 为 1 时 的 累加 和 一 zDD cos (2nk/N) 一 这 sin (2xg/N) | (9-11) 


在 上 式 中 ， 两 个 连 加 运算 中 的 余弦 函数 和 正 心 函数 都 分 别 走 过 一 个 整 周 期 ， 所 以 , 根 
所 下 会 络 图 扫 的 对 称 性 ， 两 个 连 加 运算 的 结果 都 一 定 为 零 。 我 们 同样 可 以 证 明 , 当 
m 王 2、3、…、N 一 1 时 ,相应 的 累加 和 也 一 定 都 等 于 零 。 

所 以 , 当 n 二 0 时 , 式 (9-8) 可 以 演算 为 


式 (9-7) 的 右边 一 六 Nz(0) 一 z(0) 
对 于 的 其 他 和 值 ,同样 有 : 
式 (9-7) 的 右边 一 方 NzCD 一 z() 


这 就 证 明了 DFT 反 变 换 公 式 (9-7)。 我 们 将 在 后 文中 证 明 DFT 计算 公式 (9-6) 的 正 
确 性 。 


9.4 离散 傅 里 叶 变换 与 反 变 换 小 结 


DJDFT 的 输入 是 离散 序列 x(n) ,DFT 的 输出 是 频谱 分 量 XX(k)。 

UL DFT 中 最 主要 的 参数 是 DFT 的 点 数 N;N 也 是 输入 序列 x(n) 的 样 点 数 和 输出 
频谱 的 频率 点 数 。 

口 在 DFT 中 ,输入 序列 zC0z 和 输出 频谱 和 (6 都 是 以 N 为 周期 而 循环 的 。x Cn) 
的 周期 是 NT, 而 XX(8) 的 “周期 "是 采样 频率 ws 。 

口 DFT 输出 频谱 的 基 频 w。 等 于 2x/(NT), 即 等 于 图 9-1 下 面 数字 序列 zw (mm) 
的 频率 ,也 是 X(1) 的 频率 。 

DJ DFT 输出 频谱 中 的 最 高 频率 为 (N 一 1)wo ,这 也 是 DFT 中 最 后 一 个 频率 分 量 
X(N 一 1) 的 频率 。 像 所 有 的 离散 时 域 系统 一 样 ,DFT 频谱 中 可 用 的 最 高 频率 
不 超过 采样 频率 ws。 

凯旋 转 因 子 Ww 是 DFT 中 最 基本 的 旋转 矢量 ,由 它 构 成 的 旋转 矢量 W8 和 WW 六 
在 DFT 算法 中 起 到 关键 性 的 作用 。 

让 DFT 和 DEFT 反 变换 的 计算 都 是 N 个 乘积 项 的 累加 ,其 中 的 每 个 乘积 项 都 是 

ZX(n) 与 WS 或 Ww” 的 乘积 。 


9.5 旋转 矢量 
DFT 和 DFT 反 变 换 的 计算 公式 (9-6) 和 公式 (9-7) 虽 然 有 些 复杂 ,但 也 是 有 规律 


的 :每 次 做 乘法 时 ,都 是 将 x(n) 与 一 个 旋转 矢量 W8 或 Wi* 相 乘 ;而 旋转 矢量 W 和 或 
Wh” 是 随和 的 递增 而 旋转 的 。 所 以 ,理解 DFT 的 关键 就 是 理解 这 些 旋转 矢量 。 
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使 用 具体 的 参数 会 使 讨论 比较 清晰 ,我 们 使 用 N= 二 8,DFT 中 的 离散 序列 z(z) 就 暂 
时 固定 为 8 个 样 点 。 因 此 , 样 点 序号 就 从 0 变 到 7,DFT 频率 点 的 序号 也 从 0 变 到 
7。 此 外 ,DFT 的 基 频 wo 一 2x/ (8 了 T)。 

可 以 把 基 频 wo 转化 为 用 归 一 化 频率 表示 ,这 就 是 把 基 频 wo 除 以 采样 频率 ws, 再 乘 
以 2x。 这 样 , 归 一 化 基 频 为 : 


_ wo _ 27x/ (NT) 2r _ 
入 一 2r 馈 一 2x 2 下 一 条 (9-12) 


下 面 解释 归 一 化 基 频 Qu 的 意思 。 因 为 采样 频率 ws 的 归 一 化 频率 2:=2x, 因 此 可 
以 把 归 一 化 的 采样 频率 Qs 看 作 围绕 单位 圆 一 周 的 2x 个 弧度 ,而 归 一 化 基 频 0。 就 是 这 
样 一 个 圆周 的 六 分 之 一 。 这 也 是 DFT 计算 中 的 最 小 角度 。 在 N=8 的 具体 例子 中 ， 
归 一 化 基 频 2。, 王 x/4, 为 一 个 圆周 的 八 分 之 一 。 

现在 来 讨论 式 (9-6) 中 的 旋转 矢量 W% ,现在 变 为 W8 。 首 先 ,旋转 矢量 太 多 中 的 有 
表示 正在 计算 的 频率 点 ;而 ”表示 样 点 序号 。 在 把 & 和 7? 结合 起 来 之 后 , 式 (9-6) 的 计 
算 过 程 就 可 叙述 为 :把 固定 为 0 到 7 之 间 的 某 个 值 ,然后 使 xn 从 0 变 到 7, 计 算出 8 个 
ZX《7) 和 WR 的 乘积 项 ;把 这 8 个 乘积 项 加 在 一 起 ,就 计算 出 一 个 X(E) 。 然 后 可 以 令 
加 1, 用 同样 的 方法 计算 出 第 二 个 X(C&) 。 但 在 计算 各 个 X(%) 的 时 候 , 由 于 的 不 同 ， 
WX 的 旋转 速度 也 不 同 。 由 此 ,我 们 知道 ,” 的 递增 使 矢量 W? 等 速 旋转 ,而 的 值 确定 
了 W8 等 速 旋转 的 速率 。 

我 们 把 上 面 对 WY 的 分 析 具 体 地 画 在 了 图 9-3 中 。 图 中 从 (a) 到 (有) 的 8 个 圆 对 应 
于 从 0 变 到 7。 每 个 圆 中 的 六 到 六 是 复 矢 量 W? 随 着 = 的 递增 而 旋转 出 的 8 个 位 置 。 
对 于 DFT 计算 公式 (9-6) ,只 要 N=8, 图 9-3 中 的 这 些 复 矢 量 位 置 是 不 变 的 。 

我 们 来 说 明 图 9-3 中 每 个 & 值 的 情况 。 在 图 9-3a 中 ,一 0, 这 表示 正在 计算 DFT 
中 的 零 频 分 量 X(0)。 由 式 (9-6) 可 知 ,旋转 矢量 是 不 动 的 , 恒 等 于 1,m 到 上 这 8 个 矢量 
重合 于 正 实 轴 上 。 因 此 ,由 式 (9-6) 计 算出 的 结果 是 所 有 8 个 xz(n) 之 和 。 如 果 除 以 8 
(这 个 操作 已 被 移 到 DFT 反 变换 中 ), 就 是 x(n) 的 平均 值 。 

在 图 9-3b 中 ,k 二 1。 这 是 在 计 算 DFT 的 基 频 分 量 X(I)。 当 n=0 时 ,旋转 矢量 位 
于 w 的 位 置 。 随 着 ”的 递增 ,旋转 矢量 每 次 转 过 一 xy/4 的 角度 ,先后 旋转 到 图 9-3b 中 
从 到 二 的 7 个 位 置 。 当 旋转 矢量 转 到 %w 位 置 时 ,X(1) 就 计算 完毕 。k 二 1 是 旋转 矢量 
转 得 最 慢 的 情况 (4 一 0 除外 )。 

当 & 一 2.3.4.5.6.7 时 ,旋转 矢量 的 转动 情况 是 相似 的 ,只 是 转速 越 来 越 快 。 这 就 
是 图 9-3c 到 9-3h 的 图 形 。 图 9-3h 中 的 旋转 矢量 的 转动 情况 与 图 9-3b 很 相似 ,这 是 
因为 图 9-3h 中 矢量 的 转动 速度 太 快 而 看 起 来 好 像 是 在 反方 向 旋转 。 此 外 ,图 9-3c 与 
图 9-3g 以 及 图 9-3d 与 图 9-3f 也 是 同样 的 情况 。 这 其 实 反映 了 旋转 矢量 Wg 的 周期 性 
和 对 称 性 。 但 图 9-3a 和 图 9-3e 是 两 个 独立 的 情况 。 

由 图 9-3 可 知 ,在 N=8 的 情况 下 ,总 共有 8 个 不 同 的 位 置 。 如 果 N= 二 256, 就 有 
256 个 矢量 位 置 ; N= 二 65 536, 就 有 65 536 个 矢量 位 置 。 
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图 9-3 把 辕 定之 后 ,旋转 矢量 WY 随 的 增加 而 旋转 出 8 个 位 置 


9.6 整数 基 频 信号 分 解 到 DFT 频率 点 


由 于 DFT 计算 公式 (9-6) 是 依靠 旋转 矢量 W% 完 成 的 ,所 以 ,我 们 也 应 该 把 输入 序 
列 xz(n) 表 示 为 复 矢量 的 形式 。 

先 假定 DFT 的 输入 信号 xz,(m) 是 一 个 由 NN 个 样 点 组 成 的 余弦 信和 号。 而 且 , 这 个 余 
弦 信 号 的 频率 恰好 等 于 DFT 基 频 的 整数 们 (“整数 基 频 信和 号 ”就 是 这 个 意思 )。 我 们 用 
m 表示 这 个 整数 倍 Gxm 二 0,1,2,3,…,N/2)。 因 此 ,xi(n) 的 N 个 样 点 恰好 构成 了 自己 
的 7 个 整 周 期 。 这 样 的 一 个 余弦 信号 zx,(n) 被 画 存 图 9-4 中 。 图 中 mm 一 2, 即 信号 频率 
正好 是 DFT 基 频 的 两 倍 。 此 外 ,由 于 输入 序列 应 该 被 看 成 是 周期 性 循环 的 ,所 以 ,我 
们 把 二 C2) 的 8 个 样 点 向 两 侧 周期 性 地 无 限 延伸 ,如 图 9-4 所 示 。 


xi(n) 


图 9-4 zi(w) 的 8 个 样 点 构成 了 自己 的 两 个 周期 ,并 向 两 侧 周 期 性 地 延伸 ;mm 二 2 


我 们 假设 这 个 余弦 信号 的 振幅 为 A, ,初始 相位 为 零 。 所 以 ,这 个 余弦 信号 可 以 写 为 
Tn)=Ancos moonT) n=0,1,2,..,N—1 (9-13) 
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其 中 ,om 三 2x/CNIT) ,是 DFT 的 基 频 。 
把 m 王 2r/(NT) 代 人 式 C9-13) 之 后 ,就 可 以 得 到 : 


Xin) = A,cos (m RnT)—Ancos (Sn ) 7 一 0,1,2…… 人 一 1 (9-14) 
现在 根据 欧 拉 恒等式 把 式 (9-14) 中 的 余弦 函数 变 成 复 指 数 的 形式 ; 
x17) = 各 (ep 二 con) (9-15) 


因为 复 指数 信号 总 是 以 它 的 幅 角 的 2r 为 周期 的 ,所 以 ,我 们 可 以 对 上 式 中 后 一 个 复 指 
数 的 指数 部 分 加 上 2nx, 以 使 幅 角 从 负 变 正 ，: 


Xx! (Cn) 一 (er 十 Ee™ Nm/N ) (9-16) 


从 上 式 可 知 ,一 个 位 于 DFT 频率 点 x 上 的 余 怠 信号 ,可 以 分 解 成 位 于 DFT 频率 点 mm 
和 (CN 一 m) 上 的 两 个 复 指 数 信和 号。 由 式 (9-15) 和 式 (9-16) 可 知 ,这 两 个 复 指 数 具 有 相 
等 的 幅度 和 相反 的 频率 ,因而 具有 相反 的 相位 。 这 就 是 说 ,如 果 知 道 了 z (从 0 到 
ws/2 频率 范围 内 的 特性 ,也 就 知道 了 它 在 ws/2 到 ws 范围 内 的 特性 。 显 然 ,我们 只 需 讨 
论 < (Co 在 前 半 个 频带 范围 内 的 情况 。 这 就 是 式 (9-16) 右 边 的 前 一 个 复 指 数 信 号。 我 
们 用 x(nw) 表 示 这 个 复 指数 信号， 
Xn) 一 em (9-17) 
现在 来 计算 复 指数 序列 x(n) 的 DFT。 按 照 DFT 计算 公式 (9-6) ,XX(k) 应 该 为 ， 
XO = HzOWh = 六 全 ee hy ein (9-18) 


其 中 mx 是 一 个 表示 xz Cn) 频率 的 常数 。 此 外 , 当 我 们 要 计算 某 个 义 (%) 时 ,k 是 相对 固定 
的 。 所 以 在 上 式 中 ,m 与 & 都 可 以 视 为 常数 ;而 m 与 & 之 间 的 关系 ,存在 两 种 情况 ， 
7 一 有 或 者 办 R。 
当 mm 二 =k 时 , 式 (9-18) 中 的 复 指 数 项 恒 等 于 1[ 类 似 于 式 (9-9) 中 的 情况 ]。 所 以 , 连 
加 运算 的 结果 就 等 于 N。 当 mz 时 ,NN 个 旋转 矢量 由 于 周期 性 和 对 称 性 而 互相 抵消 
[类 似 于 式 (9-10) 中 的 情况 ], 所 以 , 连 加 运算 的 结果 等 于 零 。 因 此 , 式 (9-18) 可 以 演 
算 为 ， 
NA, /2 k=m 
X(k)= (9-19) 
0 km 
整数 基 频 复 指 数 信 和 号 x(n) 的 N 个 六 (8) 就 这 样 很 容易 地 计算 出 来 了 。 
我 们 来 解释 式 (9-19)。 在 式 (9-19) 中 , 当 &=z2 时 得 到 的 了 (mm) 的 幅 值 为 NA,/2， 
是 信号 zx(n) 原 来 幅度 的 NN 倍 , 这 个 N 倍 将 在 DFT 反 变换 时 用 除 以 N 来 抵消 。X(zm 
的 幅 角 为 零 ,表示 XGm) 保 留 了 信号 <(z) 原 来 的 相位 [这 就 是 图 9-4 中 被 截取 的 第 一 个 
样 点 的 相位 ,也 就 是 式 (9-13) 和 式 (9-17) 中 的 初始 相位 ,这 个 相位 等 于 零 ]。 所 以 , 复 
指数 信号 z(z2) 的 幅度 和 相位 信息 都 被 完整 地 保留 在 了 X(m) 中 。 所 有 & 尖 天 的 舌 C 有 ) 
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全 部 等 于 零 , 这 当然 是 正确 的 。 所 以 ,DFT 计算 公式 (9-6) 对 于 整数 基 频 信号 是 完全 正 
确 的 。 如 果 用 式 (9-16) 中 的 后 一 个 复 指数 信号 代替 xz(n) ,我 们 将 得 到 完全 相似 的 结 
果 : 头 (N 一 m) 的 幅 值 为 NA, /2, 相 位 等 于 零 ;而 其 他 的 XX(&) 都 等 于 零 。 


9. 7 非 整数 基 频 信号 分 解 到 DFT 频率 点 


非 整 数 基 频 信号 是 指 信 号 的 频率 不 是 DFT 基 频 的 整数 倍 。 图 9-5 中 的 信号 序列 
ze (2 就 是 这 样 的 一 个 非 整 数 基 频 信号 。 图 中 的 信号 频率 等 于 DFT 基 频 的 2.5 倍 , 即 
7 一 2.5。 所 以 ,02 的 8 个 样 点 构成 了 自己 的 2.5 个 周期 。 我 们 仍然 使 用 N= 二 8, 而 
且 像 图 9-4 那 样 ,把 这 8 个 样 点 向 两 侧 周 期 性 地 无 限 延伸 。 与 图 9-4 不 同 的 是 ,图 9-5 
中 在 两 个 8 样 点 周期 之 间 的 连接 处 有 非常 大 的 信和 号 突变 。 由 于 这 个 突变 ,信和 号 序列 
xz (7) 的 DFT 频谱 就 会 有 相应 的 变化 。 本 节 就 是 讨论 这 个 变化 的 。 


x2(n) 信号 突变 区 域 
y 和 


图 9-5 zs(m?) 的 8 个 样 点 构成 了 自己 的 2.5 个 周期 ,并 向 两 侧 周期 性 地 延伸 ;mr 一 2. 5 


我 们 采用 与 上 一 节 相 同 的 分 析 方法 。 对 于 输入 序列 zz (nn) ,我 们 只 选择 式 (9-16) 
中 的 前 一 个 复 指数 信号 ,也 就 是 式 (9-17) 中 的 那个 复 指数 序列 , 现 重 复 如 下 ， 


z= 人 mm n=0,1,2,..…,N—1 (9-20) 


但 现在 的 m 是 一 个 非 整 数 , 它 的 取 值 范围 在 0 与 N/2 之 间 , 比 如 在 图 9-5 中 
是 m= 二 2. 5。 
我 们 仍然 利用 DFT 的 计算 公式 来 计算 这 个 复 指数 序列 zn) 的 DFT。 按 照 式 (9- 
6) ,XRD) 为 : 
XB) = Hr)We 一 冰 Sr ek" en — DD (9-21) 


n=0 


该 式 与 式 (9-18) 在 形式 上 是 完全 一 样 的 。 

由 式 (9-21) 可 知 ,XC&) 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 是 式 (9-21) 中 连 加 号 之 前 的 部 分 ， 
它 表示 了 信和 号 zn) 的 振幅 A,/2 和 相位 (这 个 相位 等 于 零 , 所 以 没有 显现 ) ;第 二 部 分 是 
后 面 的 NN 个 复 向 量 的 累加 和 。 我 们 只 需 分 析 第 二 部 分 。 

在 第 二 部 分 中 ,我 们 用 4 表示 频率 差 (m 一 &), 用 矢量 v(d) 表 示 N 个 矢量 的 累 
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加 和 ， 
Nl 2 
v (d) = > en (9-22) 


我 们 先 分 析 式 (9-22) 中 的 指数 部 分 。 其 中 的 2x/N 是 把 单位 圆 N 等 分 之 后 取 其 一 。 
为 了 便于 说 明 ,我 们 使 用 N= 二 8。 所 以 ,每 等 分 为 2x/8 二 x/4。 如 果 式 (9-22) 中 的 d 等 
于 1, 那 么 ,旋转 矢量 exp(j2xdn/NN) 就 等 于 exp(jnx/4)。 因 此 , 随 着 从 0 变 到 7, 旋 转 
矢量 expCjnx/4) 围 绕 单位 圆 走 过 一 周 。 如 果 式 (9-22) 中 的 d 不 等 于 1, 那么 ,旋转 矢量 
的 转速 就 会 变 快 或 变 慢 。 当 |m 一 | 二 14| 二 1 时 ,旋转 矢量 的 转速 就 变 慢 ; 如果 
1m 一 &)| 二 Jd| 之 1, 旋 转 矢 量 的 转速 就 加 快 。 
我 们 先 假定 |1zjl<1 ,比如 mm 一 2. 5( 这 是 图 9-5 中 
的 情况 ),k= 二 2, 所 以 4 二 m 一 k= 二 0.5。 可 以 根据 
式 (9-22) 画 出 旋转 矢量 随 ”的 递增 而 旋转 到 的 8 个 
位 置 , 如 图 9-6 所 示 。 由 于 d 二 0.5, 这 8 条 矢量 走 过 
了 上 半 个 圆 (& 起 到 了 调节 旋转 速率 的 功能 ,jdj 一 :1 
使 转速 变 慢 ) 。 为 了 计算 4==0.5 时 的 式 (9-22) 的 累 
加 值 ,可 以 先 把 图 9-6 中 的 这 些 矢量 两 两 相 加 ,然后 
绸 加 在 一 起 。 比 如 ,内 十 六 一 0.390 一 78.75" ,mw 十 
二 1. 111 一 78.75 ,等 等 。 这 样 就 得 到 4 个 合 矢量 。 
因为 幅 角 相同 ,所 以 只 要 把 这 4 个 合 矢量 的 模 相 加 就 
可 以 得 到 总 的 合成 矢量 的 模 , 而 合成 矢量 的 幅 角 仍然 是 78.75"。 由 此 ,我 们 可 以 方便 
地 得 到 4=0.5 时 的 8 条 矢量 累加 和 的 模 ， 
| Ye) |=| Y0.5) |= 0.390 十 1.111 十 1.662 十 1.962 一 5.125 (9-23) 
所 以 , 式 (9-22) 中 的 累加 值 vd) 二 v0.5) 一 5.125 人 78.75*。 在 9. 6 节 整 数 基 频 的 情况 
下 ,dd 二 m 一 二 0, 所 以 ,8 条 矢量 重合 于 正 实 轴 上 ,它们 的 合 矢量 的 模 就 等 于 8, 即 
1v(0)| 二 8。 显 然 , |"(C0) | 为 最 大 值 ,其 他 合 矢 量 的 模 都 小 于 |vC0) | ,比如 ,1w0.5)| 
<|vyCO0)|, 
由 式 (9-22) 可 知 ,如 果 d 二 m 一 & 二 一 0.5, 那 么 图 9-6 中 的 8 条 矢量 将 以 实 轴 为 对 
称 而 折 释 到 下 半 个 单位 圆 内 。 它 们 的 合成 复 矢 量 就 一 定 等 于 y(d) 二 y( 一 0. 5) 二 5., 125 
所 一 78.75 。 由 此 可 知 ,Y(a) 的 模 是 偶 函 数 ,而 它 的 幅 角 是 奇 函数 。 因 此 ,知道 了 d>0 
的 情况 ,也 就 知道 了 a<0 的 情况 。 
在 知道 了 "(d) 的 具体 合成 过 程 之 后 ,我 们 再 来 计算 式 (9-22)。 式 (9-22) 中 的 N 
个 复 矢 量 是 一 个 以 exp(j2rxcd/N) 为 公 比 的 等 比 数列 ,所 以 ,这 N 个 复 矢 量 的 合 矢量 为 ， 
vd) 一 Si ed Le” e "(ei™— eim) ind (N_D/N SinCxd) 


图 9-6 旋转 矢量 随 递 增 的 8 


1 — ea edN(en NY) 一 e sinCxd/ N) 
(9-24) 


把 式 (9-24) 代 入 式 (9-21) 之 后 ,得 到 DFT 的 输出 频谱 : 
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4 md (N—D/N sin (xd) 4 -一 jr(or-GONDAN sin [xCm—&)] 入 
XC 一 {se le 2 一 >{e 和 Fe) (9-25) 
其 中 ,m 为 0 与 N/2 之 间 的 一 个 非 整数 (mn 为 整数 时 ,上 式 也 成 立 ,这 就 是 9. 6 节 讨论 


的 内 容 )。 

式 (9-24) 和 式 (9-25) 描 述 了 DFT 是 如 何 把 一 个 任意 频率 的 复 矢 量 信号 z(z) 分 配 
给 每 一 个 X(k) 的 。 式 (9-24) 右 边 的 那个 指数 部 分 给 出 了 把 信号 分 配 到 每 一 个 X(8) 的 
相位 改变 量 。 式 (9-24) 右 边 的 两 个 正弦 函数 之 比 ( 近 似 于 sinc 函数 ) 给 出 了 把 信和 号 分 
配 到 每 一 个 XX(%) 的 幅度 改变 因子 。 

我 们 把 式 (9-24) 中 的 |v(Q) | 与 频率 差 4 二 m 一 之 间 的 关系 画 在 图 9-7 中 (仍然 使 
用 N= 二 8)。 由 式 (9-24) 可 知 ,v《q) 与 XX(8) 一 样 是 以 N 为 周期 循环 的 ,所 以 只 需 画 出 从 
一 N/2 到 NN/2 范围 内 的 |y(4)| ,在 本 例 中 就 是 4。 此 外 ,在 图 9-7 中 还 标 出 了 式 (9-23) 
中 一 k 二 0.5 时 的 计算 结果 ;|v(0. 5) | 二 5. 125。 


图 9-7 信号 分 配 到 DFT 频率 点 时 的 幅度 与 频率 差 d 的 关系 


有 了 图 9-7 的 曲线 ,就 可 以 计算 出 任何 频率 的 信和 号 被 DFT 分 配 到 每 个 频率 点 上 的 
幅度 |X(k) | 。 如 果 频 率 差 4d 二 m 一 等 于 一 个 整数 ,由 图 9-7 可 知 ,这 个 信号 的 幅度 全 
部 给 了 信号 自己 所 在 的 那个 DFT 频率 点 。 如 果 频 率 差 4 二 m 一 k 为 非 整 数 ,那么 信和 号 
的 频率 位 于 DFT 的 两 个 相 邻 的 频率 点 之 间 。 这 时 ,信号 就 要 把 自己 的 幅度 分 配给 所 
有 的 DFT 频率 点 ,而 分 配 的 规则 就 是 式 (9-24) 和 式 (9-25) 以 及 图 9-7 中 的 曲线 。 

9. 6 节 和 本 节 中 的 这 些 叙 述 则 在 说 明 这 样 一 个 问题 ; 当 信 号 的 频率 为 DFT 基 频 整 
数 倍 (包括 零 频 ) 时 ,DFT 的 计算 公式 (9-6) 是 完全 正确 的 。 但 当 信 号 的 频率 不 是 DFT 
基 频 的 整 倍数 时 ,计算 公式 (9-6) 就 把 信号 分 配 到 了 DFT 的 每 一 个 频率 点 。 其 中 ,把 信 
号 分 配给 信号 频率 两 侧 的 两 个 DFT 频率 点 是 正确 的 ;把 信和 号 分 配给 信号 频率 两 侧 非 
常 邻近 的 DFT 频率 点 也 是 可 接受 的 ;但 把 信和 号 分 配给 离开 信号 频率 较 远 的 那些 DFT 
频率 点 ,就 引起 了 频谱 的 误差 。 我 们 把 这 样 的 频谱 误差 叫做 “泄漏 ”。 我 们 的 目的 是 尽 
量 减 少 DFT 的 “泄漏 ”。 这 是 下 面 9. 9 节 要 讨论 的 问题 。 


9.8 DFT 的 性 质 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 已 经 提 到 并 使 用 了 DFT 的 一 些 性 质 。 本 节 将 集中 讨论 
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DFT 的 几 个 主要 性 质 。 不 难看 出 ,DFT 的 主要 性 质 就 是 旋转 矢量 W% 的 性 质 。 所 以 ， 
首先 讨论 旋转 矢量 Wg 的 性 质 。 
旋转 矢量 的 基本 性 质 是 它 的 周期 性 和 对 称 性 。 它 的 周期 性 可 以 从 图 9-3 中 看 出 。 
因为 W% 是 以 幅 角 的 2x 倍 为 周期 的 ,所 以 , 当 幅 角 到 达 一 2r( 即 一 2rkz/N 一 一 2r, 或 者 
kn 一 和 N) 的 时 候 ,W% 就 会 因 周 期 性 而 回 到 1; 然 后 , 随 着 上 和 7 的 增加 再 重复 一 个 周期 。 
因此 , 当 N=8 时 ,WW 二 WE,W3 二 Wi ,等 等 。 
旋转 矢量 W% 的 另 一 个 特性 是 它 的 对 称 性 ;旋转 矢量 是 以 幅 角 的 r 而 奇 对 称 的 。 
比如 ,了 一 一 克 ? 天 一 一 到 等 。 这 个 周期 性 和 对 称 性 可 以 把 众多 的 旋转 矢量 W% 化 
简 到 最 基本 的 一 些 矢 量 位 置 上 。 这 是 DFT 的 许多 性 质 的 根本 所 在 ,也 是 FFT 快速 算 
法 的 根本 所 在 。 
证 明 旋 转 矢量 W% 的 周期 性 和 对 称 性 是 很 容易 的 。 比 如 , W% 的 周期 性 可 以 证 明 
如 下 : 
WA 一 - @ jaxbt NAN = @ ji/N e jzr -一 er j2nb/N =W (9-26) 
利用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 旋 转 矢量 WS 的 奇 对 称 性 : 
WE? 二 € jort N/A/N — ein Ne 和 还 一 @ jar N x (一 1) 一 一 We (9-27) 


此 外 ,我 们 也 可 以 证 明 WS 与 WH“” 互 为 共 斩 复数 ， 


Nn = @ jr el/N — elev/ N 一 We (9-28) 
因为 W% 与 WM“ 的 幅 角 互 为 相反 数 , 所 以 Wg8 与 Wo2" 百 为 共 恩 。 
9. 8. 1 线性 到 加 
DFT 的 线性 要 加 性 质 可 以 表达 为 ， 
Azr() +By(m OARE) + BYE) (9-29) 


其 中 ,A 和 B 为 任意 常数 。 式 (9-29) 可 以 叙述 为 :两 个 离散 序列 线性 荔 加 后 的 序列 的 
DFT 等 于 这 两 个 离散 序列 的 DFT 的 线性 释 加 。 这 个 性 质 可 以 容易 地 通过 DFT 的 定 
义 来 证 明 。 


9. 8.2 时 移 定理 


DFT 的 时 移 定理 可 以 表达 为 : 
Xn—mOXKRW (9-30) 
上 式 的 意思 是 ,如 果 DFT 的 计算 不 是 像 通常 那样 从 离散 序列 的 第 一 个 样 点 x (0) 
开始 ,而 是 从 x( 一 m) 开 始 ,那么 ,与 通常 从 z(0) 开 始 计算 出 来 的 X(C&) 是 不 同 的 。 这 个 
不 同 点 是 要 把 XGA) 乘 以 WAY ,而 因子 W 和 二 exp( 一 j2xkm/N) 只 是 使 X(4) 的 相位 有 一 
个 延迟 ;或 者 说 ,每 一 个 X(%k) 都 有 一 个 与 m 和 & 成 正比 的 相位 延迟 。 所 以 ,时 域 中 的 
时 间 延 迟 等 价 于 频 域 中 的 相位 延迟 。 此 外 ,由 于 DFT 中 xz(z) 的 周期 循环 性 ,上 面 所 说 
的 二 一 zz) 显然 是 指 zx(CN 一 mm) 。 
现在 证 明 时 移 定理 。 我 们 从 式 (9-30) 的 左边 开始 ,输入 序列 x(n 一 m) 的 DFT 可 以 
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写 为 : 


Xn (R) = Sn mw (9-31) 

把 其 中 的 WS 分 解 为 两 个 因 式 WX” 和 Wh。 其 中 的 WN 与 7 无关 ,可 以 提 到 连 加 号 
之 前 。 这 样 之 后 ,上 式 变 为 : 

Kh) 一 WE DY zn— mm We™™ (9-32) 


因为 zxC0z 和 W8 是 周期 性 循环 的 ,所 以 ,上 式 中 的 连 加 运算 就 是 zx( 四 的 DFT 变换 
X( ,并 且 与 详 的 取 值 无 关 。 我 们 用 具体 的 数据 来 说 明 这 一 点 。 比 如 ,使 用 N 一 8 和 
mm 一 3。 这 样 之 后 , 当 ? 从 0 变 到 7 的 时 候 , 式 (9-32) 的 连 加 运算 中 的 8 个 乘积 项 可 以 
写 为 : 
zx(— 3)Ws* 
x(— 2)Wa* 
zx(— 1)We: 
x0 Wi 
xOWS (9-33) 
7X(2) WE 
XxX(3)WE 
x4)WE 
由 于 zw) 和 WR 都 是 以 NN 二 8 为 周期 而 循环 的 ,我 们 可 以 改写 上 式 中 的 前 三 项 ,使 式 
(9-33) 变 为 : 


Xx(5) We 
X606) We 
Xx(7)WY 
J OWS 
TCD) 
Xx(2) WE 
zx(3)We 
Xx(4) WE 
显然 ,上 式 就 是 用 x(x?) 计 算 X(8) 时 的 8 个 乘积 项 。 也 就 是 说 , 式 (9-32) 中 的 连 加 运算 
的 结果 确实 是 XC(&)。 
所 以 ,由 式 (9-32) 得 到 . 


(9-34) 


Kin (k) 一 XR WE (9-35) 
这 就 证 明了 式 (9-30) 的 时 移 定理 。 
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9.8.3 频 移 定理 


DFT 的 频 移 定理 可 以 表达 为 : 
ze OXR—m) (9-36) 

该 式 的 意思 是 ,对 离散 序列 z(z 乘 以 exp(j2rmn/NN) 之 后 , 它 的 DFT 变换 XC) 就 不 同 
于 原先 的 X(E) 。 这 个 不 同 点 是 把 原先 的 XX(%) 进行 m 次 循环 右 移 。 这 是 因为 式 (9- 
36) 左 边 的 因子 expGj2xmm/ 和 N) 表 示 了 一 个 频率 m 售 于 基 频 的 单位 复 指数 。 用 这 个 因 
子 去 莱 x(n) ,就 使 xz(n) 中 的 各 个 频率 分 量 都 有 m 倍 于 基 频 的 频率 增加 ,因此 ,它们 对 
应 的 频谱 X( 刀 也 要 向 高 频 方向 有 径 次 右 移 。 我 们 的 证 明 从 式 (9-36) 的 左边 开始 。 

式 (9-36) 左 边 的 DFT 为 ， 


Xu (E) = S zx(Wel wy Wy 一 SS zWar" WE (9-37) 
把 上 式 中 的 两 个 旋转 矢量 Wi 和 W 合 并 之 后 , 式 (9-37) 变 为 ， 
Kis (P= Sz WH (9-38) 
对 上 式 使 用 变量 代 换 后 十 mm 之 后 ,上 趟 可 以 写 为 ， 
Xi (ki 十 1m) 一 py CDOT 各 (9-39) 


在 上 式 的 右边 , 当 如 二 0 时 ,我 们 得 到 (0); 当 如 二 1 时 ,我 们 得 到 XX(1); 等 等 。 所 以 ， 
式 (9-39) 的 右边 就 是 x(n) 的 DFT 变换 XX(&)。 这 样 , 式 (9-39) 可 以 改写 为 : 


Xr ki 十 m) = Xk ) (9-40) 
把 前 面 的 变量 代 换 再 变 回 来 , 即 用 二 一 m 代 人 上 式 之 后 ,上 式 变 为 : 
Xn (有 RD) 一 X(k— m) (9-41) 


式 (9-41) 完 全 等 于 式 (9-36) 的 右边 ,所 以 就 证 明了 式 (9-36) 的 频 移 定理 。 
9. 8.4 循环 卷 积 


在 4.4.4 节 的 卷 积 定理 中 ,我 们 见 到 了 两 个 离散 序列 的 时 域 卷 积 。 在 连续 时 域 中 
也 有 相似 的 情况 ,如 图 8-15 中 的 时 域 卷 积 。 这 些 卷 积 叫 做 线性 卷 积 。 但 在 DFT 环境 
下 ,zx(w) 和 X() 都 是 周期 性 循环 的 ,所 以 两 个 离散 序列 之 间 的 卷 积 就 变 为 “循环 卷 
积 "。 下 面 讨论 在 DFT 中 的 循环 卷 积 。 

DFT 中 的 循环 卷 积 的 性 质 可 表示 为 : 


2 rm yn— mIOXCRYE) (9-42) 

其 中 ,左边 的 n 和 右边 的 & 都 是 从 0 变 到 (N 一 1) 。 上 式 的 意思 是 ,如 果 x(n) 和 yn) 是 

两 个 NN 个 样 点 的 离散 序列 ,而 它们 的 DFT 分 别 为 和 X(8) 和 YC(&)。 那 么 ,XX(8) 与 Y(8) 
相 乘 就 等 价 于 z(z) 和 y(n) 之 间 的 循环 卷 积 。 我 们 来 证 明 式 (9-42)。 

在 式 (9-42) 的 左边 , 当 ” 取 0 到 (CN 一 1) 中 任何 一 个 值 的 时 候 , 就 由 连 加 运算 计算 
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出 一 个 卷 积 值 。 所 以 ,这 样 的 卷 积 值 总 共有 入 个。 这 N 个 卷 积 值 就 组 成 一 个 离散 序 
列 ,我 们 把 这 个 离散 序列 叫做 uCn) ,并 可 以 写 为 ; 


Nl 


u(n) = > zm y(n—m) n=0,1,2,."…,N—1 
u(n) 的 DFT 可 以 计算 为 : 


UR) = Yum We = > > [zm yn — m) JWe (9-43) 
在 交换 了 上 式 中 的 两 个 连 加 号 .并 把 VW 拆 成 wi -和 WN 两 个 因 式 之 后 , 式 (9-43) 变 为 ; 
UCk) = > ) > XM yn — mm) WAY We (9-44) 


上 式 中 ,对 于 后 一 个 连 加 号 ， 六 是 常数 ; 所 以 ,可 以 把 zx(m) 提 到 两 个 连 加 号 之 间 。 这 样 
之 后 ,上 式 变 为 ， 


一 1 人 一 
Uk) = > zlm){ > yn— mWi™ | WN (9-45) 
一 0 


上 式 中 ,我 们 用 了 一 个 大 括号 ; 它 的 意思 是 ， 在 式 (9-44) 的 最 后 3 项 的 连 乘 运算 中 ,我 
们 把 WY 作为 公 因 子 而 提 到 了 大 括号 之 外 。 

在 式 (9-45) 的 大 插 号 中 ,由 于 y(n 一 m) 和 Wi”"” 都 是 以 NN 为 周期 的 ,所 以 ,无 论 六 
在 0 到 CN 一 1) 的 范围 内 取 什 么 值 ,大 括号 内 的 累加 和 总 是 等 于 Y(k)。 这 已 经 在 前 面 
用 式 (9-33) 和 式 (9-34) 证 明 过 了 。 因 此 , 式 (9-45) 可 以 改写 为 : 


Nl 
UCk) = 2 TY WE (9-46) 
现在 ,Y(&) 已 经 与 m 无 关 T 了 ， 因而 可 以 提 到 连 加 号 之 前 ， 这 样 , 式 (9-46) 变 为 : 
UCk) = YS zm WR = Xk) YE) (9-47) 


这 就 证 明了 式 (9-42) 的 循环 卷 积 。 
9.8.5 ” 帕 塞 伐 尔 定理 
DFT 中 的 帕 塞 伐 尔 定理 可 以 表达 为 ， 
> | zx(n) |* = 坟 风 | XGe (9-48) 


该 式 的 意思 是 :在 DFT 环境 中 ,一 个 信号 在 时 域 中 的 功率 与 频 域 中 的 功率 是 相等 的 。 

我 们 先 用 一 个 具体 的 序列 来 验证 式 (9-48) 的 正确 性 。 假 设 N= 二 8, 而 且 假 设 输入 
序列 的 8 个 样 点 都 等 于 1。 因此 , 式 (9-48) 的 左边 等 于 8。 对 于 式 (9-48) 的 右边 ,由 于 
输入 序列 是 一 个 直流 信号 ,所 以 , 它 的 DFT 中 只 有 X(0) 等 于 8, 其 他 的 X(8) 都 等 于 
零 ,等 式 右边 的 连 加 运算 就 等 于 64。 在 考虑 到 式 (9-48) 等 号 右边 的 1/N 之 后 ,右边 的 
计算 结果 就 等 于 8。 所 以 , 式 (9-48) 的 两 边 是 相等 的 。 

对 于 帕 塞 伐 尔 定理 的 证 明 , 主要 是 利用 了 DFT 和 DFT 反 变换 以 及 旋转 矢量 的 周 
期 性 和 对 称 性 。 我 们 在 下 面 给 出 其 中 的 一 种 求证 思路 ,并 将 这 个 定理 的 证 明 作为 本 章 
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的 一 道 练习 题 。 
为 了 便于 证 明 , 假 设 式 (9-48) 中 的 xz(n) 为 实数 ,所 以 ,那个 取 绝 对 值 符号 可 以 去 
除 。 然 后 把 zx( 怠 表示 为 DFT 反 变 换 。 最 后 ,还 需要 证 明 一 个 复数 取 模 之 后 的 平方 等 


于 这 个 复数 与 其 共 印 复数 的 敢 积 。 
9.8.6 对 称 性 


DFT 的 对 称 性 可 以 表示 为 下 面 3 个 表达 式 : 
(1) x(2) | OX(k) =X" CN—h) 
(2) Xn) | wonrea SRR) | wan (9-49) 
(3) zn) [om OXE) | aas 
这 3 个 表达 式 的 意思 依次 为 : (1) 如 果 zx(n) 为 实数 ,那么 习 (&) 与 X(N 一 有 必定 共 思 ， 
(2) 如 果 zx(n) 为 偶 对 称 实数 ,那么 XX(&) 也 是 偶 对 称 实数 [ 偶 对 称 是 指 关 于 zx(N/2) 或 
XCN/2) 的 偶 对 称 ,zx(0) 与 xCN/2) 以 及 (0) 与 XCN/2) 可 以 为 任意 值 ]; (3) 如 果 z(2) 为 
奇 对 称 实数 ,那么 X( 包 是 奇 对 称 虚 数 [ 奇 对称 是 指 关 于 xCN/2) 或 六 CN/2) 的 奇 对 称 ,而 
ZT(0) 与 xCN/2) 以 及 X(0) 与 XCN/2) 都 必须 为 零 ]。 这 3 个 对 称 性 都 可 以 通过 DFT 的 定 
义 以 及 WX 的 对 称 性 和 周期 性 来 证 明 。 我 们 在 这 里 仅 证 明 式 (9-49) 中 的 第 三 个 对 称 性 。 
从 式 (9-49)(3) 的 左边 开始 ,zx(n) 的 DFT 为 ， 


和 一 1 
X(CE) 一 D>) zr WS (9-50) 


因为 z(n) 是 奇 对 称 的 ,所 以 xz(0) 和 zxCN/2) 都 等 于 零 ,而 x(1) 二 一 x(N 一 1),x(2) 二 
一 TN 一 2),…, 因 此 , 匀 (0) 一 定 为 零 。 对 于 X(N/2),DFT 计算 中 的 旋转 矢量 为 
WA”, 所 以 ,旋转 矢量 随 ”的 递增 而 反复 地 等 于 1 和 一 1; 再 根据 x(n) 的 奇 对 称 性 ， 
X(N/2) 就 一 定 等 于 零 。 

对 于 其 他 的 X(&) ,在 把 式 (9-50) 中 奇 对 称 的 各 项 两 两 合并 之 后 ,可 以 得 到 ， 


CN/2)—1 


XE) 一 OD rTLWe 一 WA 了] (9-51) 


n= 


根据 本 节 开 始 时 证 明 过 的 旋转 矢量 共 恩 性 [ 式 (9-28)J, 式 (9-51) 中 的 Wg 与 妈 W 2 是 
互 为 共 思 的 , 即 两 考 的 实 部 相等 , 虚 部 相反 。 所 以 ,WR 与 WXN 忆 之 差 就 一 定 是 纯 虚 数 ， 
因此 Xe) 也 是 纯 虚 数 。 此 外 ,根据 第 一 个 对 称 性 可 知 ,X(C6) 与 X(N 一 示 是 共 轿 的 ,而 
现在 的 X(&) 又 都 是 纯 虚 数 ,所 以 ,XX(8) 二 一 X(N 一 上 )。 

前 面 已 经 证 明 过 了 X(0) 和 X(N/2) 都 等 于 零 ,所 以 X() 就 是 奇 对 称 的 。 这 就 证 
明了 式 (9-49) 中 的 第 三 个 对 称 性 。 


例 9-1 用 单位 脉冲 序列 验证 9. 8. 2 节 的 时 移 定 理 。 
单位 脉冲 序列 可 以 写 为 : 
zn) = Bn) = | m (9-52) 
0 n=1,2N—1 
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它 的 DFT 为 ， 

六 (有 ) 一 Soo)ws 二 1 k=0,1,2,.…,N—1 
现在 把 单位 脉冲 序列 6(n) 循 环 右 移 m 个 样 点 后 ,得 到 新 的 样 点 序列 ， 
n= 二 m 
nm 
利用 9. 8. 2 节 的 时 移 定理 , 右 移 之 后 的 序列 的 DFT 可 以 写 为 : 


1 
xu( 门 一 Sn 一 四 一 | 
0 


Xo (k) 一 XR WN = WH (9-53) 
现在 再 用 DFT 的 定义 来 计算 右 移 后 的 序列 zw(z) 的 DFT: 
Nl N-1 
Xk) 一 > za WN = > Hn—m)WN (9-54) 
n=0 n=0 


在 上 式 右边 的 NN 个 乘积 项 中 ,只 有 "二 m 的 那个 乘积 项 不 为 零 , 而 相应 的 旋转 矢量 WA 二 WY 。 所 


以 ,上 式 的 计算 结果 为 : 
XR) 二 WN (9-55) 


式 (9-55) 和 式 (9-53) 的 结果 相等 ,也 就 验证 了 9. 8. 2 节 的 时 移 定理 。 


9.9 窗 函 数 的 特性 


在 9.7 节 中 ,我 们 讨论 了 信和 号 的 频率 不 是 基 频 整数 倍 时 的 泄漏 效应 。 那 里 的 DFT 
计算 结果 表示 为 式 (9-24) 和 式 (9-25) ,其 中 , 式 (9-24) 的 vCq) 与 式 (9-25) 的 了 (8) 只 相 
差 一 个 比例 因子 A,/2, 并 且 我 们 还 将 1v(d)| 画 成 图 9-7 中 的 曲线 。 

如 果 把 图 9-7 中 的 |vCq) | 曲线 平移 到 XX(%) 的 图 形 中 ,并 使 |vCq) | 曲线 的 中 心 频率 
与 信号 频率 相 重 合 (现在 假设 信号 频率 mr 二 1.75), 就 可 以 得 到 图 9-8 中 用 虚线 画 出 的 
这 条 |w(a)| 幅 频 曲线 。 这 里 ,我们 假设 A,/2 二 1, 所 以 ,图 中 的 1vCd) | 曲线 和 |X(Ck)| 曲 
线 完全 一 样 。 图 中 非常 容易 地 由 |v(q) | 计算 出 了 x==1.75 时 的 8 个 |X(&)|。 当 rm 为 其 
他 值 时 ,只 要 在 水 平方 向 上 左右 平移 |v(q) | 曲线 ,就 可 以 得 到 相应 的 |X(8) | 。 


m=1.75， 信 号 所 在 的 频率 位 置 
IUD A 


8.0 T A i 
4.0 i 
| 和 ; | 到 " 要 
全 和 ! i # 六 pr . ss 站 ee, 和 1 
00 四 1 风 从 ~ L 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 


图 9-8 用 式 (9-25) 计 算出 的 DFT 各 频率 点 上 的 幅度 ,其 中 A 二 2,m=1.75 
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那么 ,如何 来 减少 图 9-8 中 = 二 0、,3、4、5、.6、7? 的 这 些 泄漏 呢 ? 首先 , 式 (9-24) 给 我 
们 指出 了 泄漏 的 原因 , 这 就 是 式 (9-24) 右 边 的 两 个 正弦 函数 之 比 ,而 这 样 两 个 正弦 函 
数 之 比 是 由 于 我 们 使 用 了 甜 形 窗 。 从 乍 形 窗 的 形状 来 看 ( 见 图 9-11), 它 的 两 端 是 突然 
截止 的 ,因而 产生 了 图 9-5 中 两 个 8 样 点 周期 之 间 交 接 处 的 信号 突变 ,并 由 此 引起 很 大 
的 频谱 泄漏 。 我 们 设想 ,如 果 使 窗 函 数 的 两 端 缓慢 地 趋 于 零 , 因 而 使 图 9-5 中 每 个 8 样 
点 周期 的 两 端 也 比较 平缓 地 趋 于 零 ,那么 ,在 一 个 由 NN 个 样 点 组 成 的 周期 中 的 大 部 分 
样 点 仍然 保持 了 原来 信号 的 特征 ;而 在 两 端的 交接 处 ,由 于 信号 被 衰减 得 非常 小 ,由 此 
产生 的 错误 的 频率 分 量 也 就 非常 小 。 这 样 的 DFT 的 泄漏 一 定 会 很 小 。 这 就 是 突 函 数 
的 基本 思路 。 在 施加 了 两 端 呈 缓慢 趋 于 零 的 窗 函 数 之 后 ,图 9-5 中 的 信号 zs(m) 就 变 
为 图 9-9a 中 的 信号 xzw(n)。 尤 其 是 在 实际 应 用 中 ,NN 一 般 都 选择 得 比较 大 ,所 以 ,一 个 
窗 函 数 中 可 以 包含 许多 个 信号 周期 ,这 就 变 成 了 像 图 9-9b 中 那样 的 情况 。 图 9-9b 中 
的 虚线 表示 了 一 个 呈 缓 坡 状 趋 于 零 的 窗 函 数 ;所 以 ,加 窗 后 信号 xw.(n) 的 大 多 数 周 期 
保持 了 原来 的 特性 ,而 两 端的 波形 突变 的 幅度 又 被 窗 函 数 大 大 缩小 了 。 


4 Xxw(n) 
8 
Oin 
i os Eo: oo: 
日 二 | 人 1 By 
5 区 | 多 
B23 是 
< 重复 的 周期 站 2.5 个 周期 e 一 重复 的 周期 一 > 
(a) 图 9-5 中 信号 x(n) 加 窗 后 的 情况 (b) 实际 信号 加 窗 后 的 情况 


9-9 使 用 两 端 缓慢 趋 于 零 的 窗 函 数 , 既 保留 了 信和 号 的 特征 又 减少 了 两 端的 信号 突变 


由 于 窗 函 数 是 减 小 DFT 浊 漏 的 最 有 效 的 方法 ,我 们 将 在 下 面 分 别 讨论 矩形 复 、 汉 
宁 答 、 汉 明 窗 和 布莱克 曼 窗 这 4 个 常用 的 窗 函 数 ,然后 对 这 4 个 窗 函 数 进行 对 比 , 找 出 
适合 具体 应 用 的 窗 函 数 。 


9.9.1 移 形 窗 


和 矩形 窗 被 定义 为 : 
Viet 1) 一 工 1 一 012 AN 一 1 (9-56) 
根据 z 变换 的 定义 式 (4-12) ,矩形 窗 的 z 变换 为 ， 


N-1 ]— > 
Wi lz) = 2) 2 = (9-57) 
n=0 工 一 z 


从 上 式 可 知 ,矩形 窗 有 N 个 零点 ,其 中 有 一 个 零点 在 
2z 二 1 ,并 与 分 母 中 位 于 一 1 的 那个 极点 互相 抵消 ;其 
他 的 (N 一 1) 个 零点 则 均匀 地 分 布 在 单位 圆 上 ,如 
图 9-10 所 示 ,图 中 N= 二 16。 因 为 位 于 = 一 1 的 一 对 零 
极点 互相 抵消 ,所 以 矩形 窗 有 一 个 低 通 的 特性 。 


图 9-10 矩形 徐 的 零 极 点 位 置 
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我 们 对 矩 形 窗 的 z 变换 式 (9-57) 在 单位 圆 上 求 值 ,就 得 到 它 的 频率 特性 ; 


1— €@ iwT @ iNT/2 ENT/2 加 ETiNeT/2 _iN_Daria 。 sin《 NoT /2 ) 
机 (Cew ) 一 1 — ei C72 ” ET — ET73 e sin (wT/2) 
(9-58) 


根据 式 (9-58), 可 以 写 出 矩形 窗 的 幅 频 特性 : 
sin (NwT/2) 


| We le ) |= | im CT7) 
正如 本 节 前 面 所 说 的 ,矩形 窗 的 幅 频 特性 是 两 个 正弦 函数 之 比 ,与 式 (9-24) 类 似 。 当 ww 
从 0 变 到 折 秋 频率 ws/2 时 ,分 母 中 的 正弦 函数 从 0 变 到 1, 使 分 式 的 值 逐 渐变 小 。 与 
此 同时 ,分 子 中 正弦 函数 的 角度 以 N 倍 于 分 母 的 速率 而 变化 ,使 幅 频 特性 出 现 N/2 个 
零 值 。 整 个 分 式 呈 现 减 幅 振荡 , 它 的 幅 频 特性 示 于 图 9-12 中 。 


(9-59) 


1.0 


图 9-11 4 种 最 常用 窗 函 数 的 形状 图 9-12 ”和 矩形 窗 的 幅 频 特性 ,N= 二 32 


应 该 说 明 的 是 ,在 式 (9-59) 中 ,w 一 0 时 的 幅度 增益 应 该 等 于 N; 但 图 9-12 中 的 幅 
频 特 性 是 对 于 直流 增益 归 一 化 的 。 图 9-13 至 图 9-15 中 的 幅 频 特性 也 是 对 于 直流 增益 
归 一 化 的 。 这 是 窗 函 数 与 滤波 器 不 同 的 地 方 。 


9.9.2 汉 宁 窗 


汉 宁 窗 是 把 余 弱 函数 向 上 提升 一 个 余 汞 函数 的 振幅 而 形成 的 ,所 以 又 叫 升 余弦 
窗 。 它 的 表达 式 为 : 
wan (1) 一 0.5 一 0.5cos (WE) ma 一 0,12，N 一 1 (9-60) 
汉 宁 窗 是 偶 对 称 的 ,也 就 是 wm 一 zam(CN 一 1 一 站 ,所 以 , 它 的 频率 特性 可 以 表示 为 
若 于 个 余弦 函数 之 和 。 为 了 便于 说 明 , 我 们 假设 N= 二 32。 因 此 , 式 (9-60) 变 为 ; 
Vpanns2 C1) = 0,5—0,5cos (0,2027n) n= 0,1,2,.",31 (9-61) 
由 上 式 可 以 写 出 汉 宁 和 窗 的 z 变换 ， 


31 
Whanrsa (2) = >) [0.5—0.5cos (0.2027n) Je™ 
n=0 


(9-62) 
15 
= >) [0.5 一 0.5cos (0.2027m J](z™ + 2 ) 
n=0 
因此 , 汉 宁 窗 的 频率 特性 为 ， 
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15 
Whasz (eT) 一 > [0.5—0.5cos (0.2027n) J(e wi+eior mr) (9-63) 
上 式 右边 的 两 个 复 指 数 在 提取 公 因 子 exp( 一 j31wT/2) 之 后 ,就 可 以 替换 成 余弦 
函数 : 
Wo (ex) 一 > [0.5 一 0.5cos (0. 2027m) ] X 2. 0€ YT cos [(31— 2mwT/2] 


n=0 


一 e 0/2 > [1.0— cos (0.2027n) Jcos [(31— 2n) wT/2] (9-64) 
由 上 式 可知 , 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 是 由 16 个 余弦 函数 释 加 而 成 的 ,这 就 是 : 
| Wake) | 一 pi 0 一 cos (0. 2027n) Jcos[ (31— 2n) wT/2] (9-65) 


利用 式 (9- 65) 就 可 以 计算 出 N=32 的 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 。 这 个 幅 频 特性 示 于 
图 9-13 中 。 
从 上 式 可 以 扩展 到 N 为 任意 值 时 的 汉 宁 窗 的 幅 频 特 性 : 


| Whe Ce)| -之 [Lo 一 as (Ni) es [NI 一 2 有 | -68 


9.9.3 汉 明 窗 
汉 明 窗 与 汉 宁 窗 都 是 用 余弦 函数 构成 的 ,所 以 很 相似 。 它 们 的 不 同 点 是 在 窗 函 数 


的 两 端 。 汉 宁 窗 的 两 端 逐渐 衰减 到 零 , 而 汉 明 窗 的 两 端 逐 渐 衰 减 到 满 幅 的 0.08 左右 。 
汉 明 窗 的 表达 式 为 : 


rom 一 0.54 一 0.46cos (HE) n=0,1,2, Nl (9-67) 


使 用 推导 汉 宁 窗 幅 频 特 性 的 相同 方法 ,我 们 可 以 得 到 N 一 32 时 的 汉 明 窗 幅 频 特性 。 
- 也 是 由 16 个 余弦 函数 到 加 而 成 的 ; 


15 
| Wiswnss CE”) | = 2) [1.08— 0.92cos (0.2027n) jcos [C31— 2n) wT/2] 


(9-68) 
利用 式 (9-68) 可 以 计算 出 N= 32 时 的 汉 明 窗 的 幅 频 特性 。 这 个 幅 频 特性 未 于 
图 9-14 中 。 


dB0 dB0 
-30 -15 
-60 -30 
-90 -45 
-120L_- / -60 f 
0 ff2 0 fi 


图 9-13 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 , N 一 32 图 9-14 汉 明 窗 的 幅 频 特性 ,N= 二 32 
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从 上 式 可 以 扩展 到 任意 N 值 时 的 汉 明 窗 的 幅 频 特性 : 
N/2—L 
| Whom eT)|= >) [+ 08 一 0. 92cos (KE) |eos |‘N— 1— 2n) 史 | 


(9-69) 


9.9.4 布莱克 有 曼 窗 


布莱克 曼 窗 集合 了 汉 宁 窗 和 汉 明 窗 的 思路 ,这 可 以 从 布莱克 晕 窗 的 表达 式 中 看 
出 来 ; 


Tubiack (2) = 0. 42 一 0. 5cos ( Zn )+ 0. 08cos ( 


4 
Ni nn ) 


7 二 0,],2,."…,N—1 


(9-70) 
由 上 式 可 知 ,zms(0) 一 0 和 wwwx (NN 一 1) 二 0, 所 以 ,布莱克 曼 窗 的 两 端 是 趋 于 零 的 。 
使 用 推导 汉 宁 窗 和 汉 明 窗 幅 频 特 性 的 相同 方法 ,我 们 可 以 得 到 N 一 32 时 的 布莱克 
曼 窗 的 幅 频 特性 。 它 由 32 个 余弦 函数 释 加 而 成 ， 


i5 
| Wrwaazi (e”) | = >) [LO0, 84— cos (0.2027n) 十 0. 16cos (0. 4054n) Jcos [ (31— 2n) wT/2] 


(9-71) 
利用 式 (9-71), 可 以 计算 出 N= 二 32 时 的 布莱克 曼 窗 的 幅 频 特性 。 这 个 幅 频 特性 示 于 
图 9-15 中 。 
从 上 式 可 以 扩展 到 任意 N 值 时 的 布莱克 曼 窗 的 幅 频 特性 ; 


| Wea Ce) | = >[o. 84 一 cos (Ri)+ 0. 16cos (Ke) Jeos [‘N— 1 — 2n) 学 ] 
(9-72) 
dB0 
-30 
-60 加 古国 
-90 
-1200 ny 


图 9-15 布莱克 曼 窗 的 幅 频 特性 , N 一 32 


9. 10 ” 窗 函 数 的 比较 


对 窗 函 数 的 比较 ,就 是 比较 它们 降低 DFT 泄漏 的 能 力 。 在 本 节 中 ,我 们 将 说 明 
窗 函 数 的 功能 表现 为 窗 函 数 频谱 与 信号 频谱 之 间 的 循环 卷 积 ,并 通过 这 个 循环 卷 秘 
达到 降 泄 漏 的 目的 。 在 这 之 后 ,我 们 将 通过 一 个 非常 接近 实际 的 频谱 测试 方法 ,对 4 


154 第 9 章 离散 傅 里 叶 变换 


个 窗 函 数 的 降 港 漏 功 能 进行 比较 。 最 后 ,根据 比较 的 结果 ,给 出 窗 函 数 选 择 的 一 些 
9. 10.1 窗 函 数 引 起 频谱 的 循环 卷 积 


我 们 现在 来 讨论 窗 函 数 如 何 修改 信号 的 DFT 频谱 。 窗 函数 与 输入 序列 x(n) 是 相 
乘 的 关系 ,这 正好 与 9. 8.4 节 的 情况 成 对 偶 。 所 以 ,我 们 可 以 预期 ,两 个 输入 序列 相 乘 
的 DFT 应 该 对 应 于 这 两 个 序列 DFT 的 循环 卷 积 。 人 情况 确实 如 此 ,而 且 有 : 


NE1 
z(WyWDS ND XCDOY(E 一 中 (9-73) 
{=0 


上 式 中 ,如 果 把 xz(n) 看 作 输 入 序列 ,把 y() 看 作 窗 函数 序列 ,那么 等 式 右边 的 卷 积 运 
算 就 是 输入 序列 x(n) 加 和 窗 之 后 的 DFT。 

下 面 解 释 式 (9-73)。 为 了 便于 说 明 ,假设 N= 二 4, 并 用 u(n) 表 示 式 (9-73) 左 边 的 
ZX(NW)y《m) ,因而 UC&) 就 是 x(m)yn) 的 DFT; 再 用 VC(&) 表 示 式 (9-73) 的 右边 。 我 们 先 
来 看 二 0 时 的 UC(0) 和 VC0)。 

由 式 (9-73) 的 左边 得 到 : 

UC0) = z(0)y(0) 十 z(1)y(1) + rx(2)y(2) 十 z(3)y(3) (9-74) 
把 式 (9-73) 右 边 的 买 ( 和 了 (RE 一 六 替换 成 DFT 计算 式 (9-6)。 这 样 , 式 (9-73) 右 边 
V(0) = 12 XDY—D = +> [> zw [> ymWi" | (9-75) 


把 上 式 右边 两 个 方 括号 的 相 乘 展开 之 后 ,可 以 得 到 16 项 。 我 们 把 ”等 于 0.1.2、3 的 4 
个 乘积 项 放 在 前 面 的 方 括号 中 ,把 其 他 的 12 个 乘积 项 放 在 后 面 的 方 括号 中 ,就 得 到 下 
面 的 形式 ， 


V0) = >) {[z(0)y(0) 十 xzCDy(D) 十 zx(2)y(2) 十 z(3)y(3)] 十 [z(O)y(GD)WT 十 …]]) 
{=0 


(9-76) 
由 于 连 加 运算 的 1 是 从 0 变 到 3 的 ,后 面 那个 方 括号 中 的 各 项 将 互相 抵消 ,累加 值 一 定 
为 零 。 因 此 ,上 式 变 为 : 
V(0) = xz(0)y(0) 十 z(1)y(1) 十 z(2)y(2) 十 z(3)y(3) (9-77) 
这 就 验证 了 当 &=0 时 式 (9-73) 的 正确 性 。 
对 于 8 二 1.2.3 的 情况 ,我 们 同样 可 以 验证 式 (9-73) 的 正确 性 。 比 如 当 & 一 3 时 ， 
式 (9-74) 变 为 ， 
U3) = z(0)y(0) + zDDyDW + ro yOW + ry WW (9-78) 
而 式 (9-75) 变 为 ， 


1 3 1 3 3 3 加 
V(3) = > X(CDY(3 一 六 = 去 之 [2 rm Ws J 2 yw 7 ] 
上 式 中 对 Y(3 一 四 使 用 了 9. 8. 3 节 的 频 移 定理 。 
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相应 地 , 式 (9-77) 就 变 为 : 
VC3) = z(0)y(0) + zDD yDW + rx2) yOW: + x(3)y WS (9-79) 
因此 ,U(C3) 一 V(3)。 这 就 验证 了 式 (9-73) 对 所 有 的 & 值 都 是 正确 的 。 通 过 上 面 的 验 
证 ,我 们 实际 上 也 已 经 证 明了 式 (9-73): 在 DFT 中 ,两 个 输入 序列 的 相 乘 意 味 着 这 两 
个 输入 序列 的 DFT 的 循环 卷 积 。 


9. 10.2 ”循环 卷 积 的 计算 过 程 


由 上 一 节 知 道 , 窗 函数 对 信号 频谱 的 修改 是 通过 两 者 频谱 的 循环 卷 积 实现 的 。 这 
一 节 将 具体 说 明 这 样 的 循环 卷 积 实际 上 是 如 何 完成 的 。 仍 然 使 用 N= 8, 并 使 用 
式 (9-17) 中 的 复 指数 信号 ,但 我 们 可 以 随意 变动 一 下 这 个 复 指数 信号 的 频率 , 比如 把 
m 从 1.75 变 为 1.5。 这 是 很 简单 的 ,只 要 在 图 9-8 中 把 曲线 循环 左 移 0. 25 个 DFT 基 
频 。 这 个 m 二 1.5 的 复 指数 信号 的 DFT 幅度 谱 现 在 被 示 于 图 9-16 中 。 下 面 用 矩形 窗 
来 说 明 式 (9-73) 右 边 的 卷 积 是 如 何 进行 的 。 

N=8, 和 矩形 窗 的 DFT 可 以 表示 为 : 

Ya (h)— DW (9-80) 

由 旋转 矢量 W$ 的 对 称 性 和 周期 性 可 知 , 仅 当 & 一 0 时 ,Yiwwe (8) 才 等 于 8; 当 为 其 他 值 
时 ,一 概 为 零 。 在 对 Yes(A) 进 行 归 一 化 之 后 ,我 们 得 到 了 图 9-17 中 的 矩形 窗 频 谱 。 


KO 1 
1.0 本 4 
1 | § 
1 % 
1 | 
+ 
了 日 
0.5 六 一 并 站 
1 | 上 
1 i 
[ 二 1 二 于 D 
\ 1 | ‘| 上 \ ,9、 全 办 省 、 Bd 
if yf 4 DA ~ Dd a 
0.0 4 A ¥ V ¥ jl 
0 2 4 6 


图 9-16 一 个 复 指数 信和 号 的 幅度 谱 ,m 二 1. 5, N==8 


这 里 需要 对 和 矩形 窗 的 DFT 式 (9-80) 和 9. 9. 1 节 中 的 矩形 窗 频 率 特性 式 (9-58) 之 
间 的 关系 做 一 个 说 明 。 首 先 ,9. 9. 1 节 中 对 和 矩形 窗 
频率 特性 的 分 析 是 在 通常 的 离散 时 域 中 进行 的 ， | 0 
所 以 频率 是 连续 的 ;而 式 (9-80) 所 表示 的 是 矩形 
窗 的 DFT, 它 在 频率 上 是 离散 的 ,只 在 8 个 频率 点 
上 才 有 频谱 值 。 但 是 ,如 果 对 9.9.1 节 中 的 ol 。。 
式 (9-58) 计 算出 它 在 单位 圆 N 等 分 的 那些 频率 点 ?7 
上 的 值 ,也 可 以 得 到 与 式 (9-80) 相 同 的 结果 ;或 者 
说 ,对 式 (9-58) 在 NN 等 分 的 频率 点 上 进行 “采样 ”， 和 于 二 的 DPT NT 


ok 
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就 得 到 式 (9-80) 的 结果 。 因 此 ,从 图 9-12 到 图 9-15 的 4 个 窗 函 数 的 频率 特性 也 完全 
确定 了 相应 窗 函 数 的 DFT 频谱。 此 外 ,从 功能 上 看 , 式 (9-58) 被 用 作 一 般 离散 时 域 的 
窗 函 数 特性 ,比如 ,用 于 7. 4. 2 节 窗 函数 法 FIR 滤波 器 的 设计 等 ;而 式 (9-80) 则 用 于 
DFT 频谱 的 降 汇 漏 。 上 面 的 说 明 对 于 其 他 的 窗 函 数 也 同样 适用 。 

现在 把 图 9-16 中 的 信号 幅度 谱 与 图 9-17 中 和 矩形 窗 的 幅度 谱 做 循环 卷 积 。 循 环 卷 
积 有 两 种 做 法 ,我 们 的 做 法 是 国定 信号 的 频谱 ,移动 窗 函 数 的 频谱 ,如 图 9-18 所 示 。 
图 中 的 1X(O) | 就 是 图 9-16 中 的 复 指数 信号 的 幅度 谱 。 对 于 图 9-17 中 的 矩形 窗 的 幅 
度 谱 , 首 先 要 按 水 平 轴 逆 转 ,再 把 逆转 后 的 幅度 谱 向 右 侧 循环 延伸 一 倍 ( 循 环 卷 积 就 是 
靠 这 个 延伸 一 倍 实现 的 ), 然后 放 人 图 9-18 中 。 这 样 之 后 ,我 们 就 可 以 移动 这 个 幅度 
谱 , 使 它 的 纵 坐 标 依次 与 |X(CO) | 的 :一 0 一 一 7 对 准 , 这 就 是 图 中 的 |[Y.ww (% 一 7?) | 。 在 每 
次 对 准 后 ,计算 出 所 有 8 个 频率 点 上 的 累加 和 ,就 可 以 得 到 一 个 循环 卷 积 。 图 9-18 中 
的 & 一 3, 所 以 正在 计算 V(3) 。 

由 图 9-18 可 知 , 这 个 循环 卷 积 得 到 的 结果 一 定 是 与 图 9-16 中 信和 号 原来 的 幅度 谱 
完全 一 样 的 。 这 就 是 说 ,加 矩形 窗 不 会 改变 原来 信和 号 的 频谱 。 原 因 很 简单 ,因为 
图 9-18 中 的 矩形 窗 的 幅度 谱 只 在 & 一 :一 0 时 等 于 1, 在 其 他 7 个 频率 点 上 都 等 于 零 。 
所 以 ,每 个 循环 卷 积 的 8 个 乘积 项 中 ,只 有 -一个 乘积 项 不 为 零 。 

这 使 我 们 想起 一 个 重要 问题 ;因为 选用 了 甜 形 窗 , 所 以 在 循环 卷 积 中 没有 出 现 复 
数 相 加 的 情况 ,因此 ,图 9-18 中 循环 卷 积 的 计算 方法 是 正确 的 。 但 是 ,如 果 选 用 其 他 
的 窗 函 数 ,比如 选用 图 9-19 中 的 汉 宁 窗 , 那 么 ,每 个 循环 卷 积 中 的 8 个 乘积 项 中 会 有 多 
个 不 等 于 零 。 根 据 式 (9-73) 右 边 的 连 加 运算 ,这 些 不 等 于 零 的 乘积 项 应 该 使 用 复数 相 
加 的 方法 。 像 图 9-18 中 那样 简单 地 使 用 模 相 加 的 计算 方法 一 定 会 引入 误差 ,所 以 ， 
图 9-18 只 能 看 作 示 意 性 的 ,或 用 作 近 似 估 算 。 但 循环 卷 积 的 计算 方法 本 身 是 正确 的 ， 
它 的 问题 是 计算 起 来 太 复杂 。 我 们 将 在 下 面 用 另 一 种 简单 的 计算 方法 来 分 析 4 个 窗 
函数 的 降 泄 漏 能 力 。 


WD| m1.5 
1.0 | 
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< 人 一 人 0.5 
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FI 6 0 0 4 


图 9-18 窗 消 数 幅度 谱 与 信号 幅度 谱 之 间 的 循环 卷 积 图 9-19 汉 宁 涂 的 DFT,N 二 8 
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9. 10.3 ”通过 频谱 测试 比较 窗 函 数 的 泄漏 


这 一 节 中 ,我 们 将 通过 一 个 测试 来 比较 不 同窗 函数 的 降 泄漏 能 力 , 而 使 用 的 计算 
方法 是 式 (9-73) 的 左边 , 即 直 接 用 序列 的 相 乘 来 计算 DFT, 因 而 不 需要 使 用 麻烦 的 卷 
职 。 测试 采用 了 图 9-20 中 的 流程 。 它 的 操作 顺序 是 :选择 一 个 余弦 信号 ,使 它 的 频率 
位 于 DFT 的 两 个 相 邻 频率 点 之 间 的 中 点 。 在 图 9-20 中 ,这 个 频率 选择 为 采样 频率 的 
0. 178604。 然 后 用 不 同 的 窗 函 数 对 这 个 余弦 信号 截取 N 点 ,做 DFT 计算 。 对 于 DFT 
的 N 个 输出 X(e) ,确定 出 哪些 属于 信号 .哪些 属于 泄漏 (确定 的 规则 在 下 面 说 明 ) ,并 
以 此 计算 出 信号 功率 和 泄漏 功率 。 而 泄漏 功率 与 总 功率 (信号 功率 和 泄漏 功率 之 和 ) 


余弦 信和 号 
户 0.178 604K 


Cos(2n/nT7) 


之 比 就 用 作 窗 函数 泄漏 的 度量 。 因 为 这 里 使 用 了 余弦 信号 作为 DFT 的 输入 ,所 以 这 
个 测试 方法 非常 接近 于 实际 使 用 DFT 进行 谱 分 析 的 情况 。 整 个 测试 是 用 C 代码 完成 
的 ,而 且 用 FFT 代替 了 DFT。 
余弦 信号 的 看 作 信号 
N 个 样 点 的 KB Ne 
截取 N 个 样 点 总 功率 之 比 
用 |[X(DP 之 和 
看 作 浊 漏 | 华为 兴 沽 功率 泄漏 功率 
的 XD 
图 9-20 窗 函 数 泄漏 的 测试 流程 
测试 中 的 一 个 重要 参数 是 DFT 的 点 数 N, 我 们 选择 8.64.512.4096 和 32 768。 对 
于 DFT 输出 频谱 的 信和 号 与 泄漏 的 区 分 ,采用 比较 接近 实际 的 做 法 :对 于 8 点 DFT, 选 
择 信号 频率 两 侧 各 1 个 X(%) 作 为 信和 号, 即 六 (1) 和 关 (2), 其 他 6 个 义 (k) 都 认为 是 泄 
漏 。 对 于 64 点 DFT, 选 择 信号 频率 两 侧 各 3 个 X(&) 作 为 信号 ,其 余 为 泄漏 。 对 于 512 
点 ,4096 点 和 32 768 点 DFT, 则 分 别 选择 信号 频率 两 侧 各 5 个 7 个 .9 个 (4) 作 为 信 
号 ,其 余 为 泄漏 。 我 们 用 这 个 测试 流程 对 4 个 窗 函 数 进行 了 测试 。 测 试 所 得 到 的 泄漏 
功率 与 总 功率 之 比 以 分 贝 为 单位 ,表示 在 图 9-21 中 。 
dB0O 


5 挎 形 窗 
一 5 汉 宁 窗 
^ 汉 明 窗 
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图 9-21 4 种 窗 函 数 的 降 泄漏 能 力 的 比较 
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由 于 加 和 矩形 窗 等 于 没有 加 窗 函 数 ,所 以 ,窗子 数 降 泄漏 的 比较 可 以 用 和 矩形 窗 作 为 
参照 。 由 图 9-21 可 知 , 这 4 个 窗 函 数 的 降 泄漏 能 力 依次 为 布莱克 曼 窗 、 汉 宁 窗 、 汉 明 
窗 、 和 矩形 窗 。 而 且 , 它 们 的 降 泄 漏 能 力 都 可 以 用 图 9-12 至 图 9-15 中 的 窗 函 数 幅 频 特性 
来 解释 。 

在 图 9-15 中 ,布莱克 曼 窗 的 第 一 个 旁 准 下 降 到 了 接近 一 60 dB, 而 且 在 这 之 后 又 很 
快 降 到 一 80 dB 与 一 90 dB 之 间 。 这 说 明 , 布 莱克 曼 窗 把 它 的 能 量 的 绝 大 部 分 集中 在 它 
的 主 鸭 中 。 因 此 , 当 它 的 频谱 与 信号 频谱 做 循环 卷 积 的 时 候 , 就 把 信号 的 绝 大 部 分 功 
率 保 持 在 了 信和 号 频率 两 侧 的 、 等 于 布莱克 曼 窗 主 瓣 宽度 的 频率 范围 内 。 布 菜 克 受 窗 的 
主 瓣 宽度 为 矩形 窗 的 3 倍 , 即 3 个 频率 点 的 宽度 ,所 以 , 当 N=64 而 选取 信号 频率 两 侧 
各 3 个 频率 点 为 信号 功率 的 时 候 , 实 际 上 就 把 几乎 所 有 的 信和 号 功率 包含 在 了 这 个 频率 
范围 内 。 这 在 图 9-21 中 表现 为 当 N= 二 64 时 ,泄漏 很 快 降 到 大 约 一 55 dB。 当 六 继续 增 
加 时 ,泄漏 还 在 进一步 减少 ,这 是 因为 布莱克 曼 窗 的 旁 瓣 也 还 在 不 断 下 降 。 

汉 宁 窗 的 情况 与 布莱克 曼 窗 比较 相似 。 当 NN 从 8 点 增加 到 64 点 时 , 汉 宁 窗 的 泄 
漏 也 很 快 下降 到 接近 一 40 dB。 其 原因 是 与 布莱克 曼 窗 相同 的 , 即 信 和 号 频率 两 侧 的 3 个 
频率 点 几乎 包含 了 信号 的 全 部 功率 。 此 外 ,图 9-13 中 的 汉 宁 窗 的 幅 频 特性 从 第 一 个 
淮 准 开 始 的 下 降 速 度 超过 了 布莱克 曼 窗 的 速度 ,所 以 ,在 图 9-21 中 , 汉 宁 窗 表现 出 了 
比 布莱克 曼 窗 较 快 的 泄漏 下 降 趋 势 。 汉 宁 窗 的 优点 是 主办 只 有 大 约 两 个 频率 点 的 宽 
度 , 虽 然 降 泄漏 能 力 没有 布莱克 曼 窗 那样 好 。 

汉 明 窗 的 降 泄漏 能 力 不 像 布莱克 曼 窗 和 汉 宁 窗 那 样 好 ,这 可 以 从 图 9-14 中 看 出 。 
图 中 的 汉 明 窗 的 幅 频 特 性 几乎 一 直 维 持 在 一 40 dB 与 一 45 dB 之 间 , 表 现在 图 9-21 中 
就 是 从 N 二 64 到 N 一 32 768 之 间 的 泄漏 几乎 呈 水 平 线 。 汉 明 窗 的 最 大 特点 是 它 的 第 
一 个 旁 准 下降 到 了 一 47 dB, 但 由 于 它 在 主因 内 的 平均 增益 小 于 汉 宁 窗 的 增益 ,所 以 , 主 
为 中 包含 的 能 量 要 小 于 汉 宁 窗 。 反 映 在 图 9-21 中 就 是 , 当 N=64 时 ,泄漏 仍然 大 于 汉 
宁 窗 。 

最 后 需要 说 明 的 是 ,上 面 对 DFT 输出 频谱 中 的 信号 与 泄漏 的 划分 ( 即 信号 频率 两 
仙 的 频率 点 数 ) ,对 于 图 9-21 中 的 数据 是 有 一 定 影响 的 ,但 这 种 影响 不 是 很 大 。 我们 
对 信号 与 泄漏 的 划分 进行 一 些 改 动 后 ,图 9-21 中 4 个 窗 函 数 的 降 泄漏 趋 势 基 本 不 变 ， 
这 也 证 实 了 本 节 的 测试 结果 与 前 面 讨论 的 频谱 卷 积 的 一 致 性 ,因而 也 指出 了 选择 窗 函 
数 时 的 一 个 考虑 要 点 :信和 号 频谱 与 窗 函 数 频率 特性 之 间 的 循环 卷 积 会 是 什么 样 的 
结果 。 


9. 10.4 窗 函 数 的 主要 特性 


我 们 已 经 在 上 面 用 到 了 窗子 数 的 一 些 主要 特性 。 本 节 只 是 对 这 些 特性 做 一 个 
归纳 。 

窗 函 数 的 一 个 主要 指标 是 它 的 主 鸭 面积 ,也 就 是 , 窗 函 数 应 该 把 它 的 尽 可 能 多 的 
能 量 集中 到 主办 内 。 这 就 要 求 主办 有 一定 的 宽度 ,并 且 主 儿 内 有 尽 可 能 高 的 增益 ,如 
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布莱克 坚 窗 那样 。 但 男 一 方面 ,为 了 提高 频谱 的 分 辨 率 , 主 次 的 宽度 应 该 尽量 罕 , 比 如 
和 矩形 窗 , 它 的 主办 宽度 等 于 fs/N( 见 图 9-12) ,只 有 一 个 频率 点 的 宽度 。 

对 窗 函 数 的 另 一 个 要 求 是 旁 准 应 该 尽量 低 。 比 如 , 汉 明 窗 的 最 大 旁 狼 只 有 一 43 dB 
( 见 图 9-14) ,而 布莱克 曼 窗 的 最 大 旁 瓣 更 小 。 此 外 ,第 一 和 第 二 旁 斩 的 高 度 也 应 该 尽 
量 低 。 比 如 , 汉 明 窗 的 第 一 个 旁 准 下降 到 了 一 50 dB( 见 图 9-14) ,而 汉 宁 窗 的 第 一 个 旁 
办 只 有 一 31 dB( 见 图 9-13)。 窗 函数 的 这 些 特 性 是 互相 牵制 的 ,所 以 在 选择 窗 函 数 时 ， 
需要 对 这 些 特性 做 恰当 的 权衡 。 


9. 10.5 如何 选 用 窗 函 数 


综 上 所 述 ,我 们 给 出 窗 函 数 选 择 的 一 些 建 议 。 

口 窗 函数 的 长 度 N 必须 充分 大 。 

口 如 果 被 分 析 的 信号 中 只 有 少数 几 个 频率 分 量 , 而 且 这 些 分 量 的 频率 也 比较 分 散 ， 

就 可 以 使 用 汉 宁 窗 或 布 菜 克 曼 窗 。 

口 如 果 信 号 中 的 许多 频率 分 量 之 间 非 常 接近 ,就 可 以 使 用 汉 明 窗 。 

口 如 果 事 先 可 以 随意 选用 信和 号 频率 ,比如 混合 信和 号 电路 测试 时 ,就 可 以 使 用 抢 

形 窗 。 

口 在 计算 信 噪 比 时 ,可 以 根据 信号 的 具体 情况 以 及 所 用 的 窗 函 数 ,把 信号 频率 两 侧 

的 几 个 X(R) 归 人 信和 号 功率 。 

口 在 发 现 谱 分 析 结 果 不 正常 时 应 当 考 虑 的 两 个 问题 是 ;NN 是 否 选 得 充分 大 , 窗 消 
数 是 否 选 得 恰当 。 
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口 DFT 类 似 于 在 连续 时 域 中 把 周期 函数 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

口 在 DFT 环境 下 ,输入 离散 序列 zx(z) 与 它 的 DFT 输出 (4) 都 是 以 N 为 周期 而 

循环 的 。 

中 DFT 所 完成 的 事情 是 从 N 个 离散 样 点 zn) 计 算出 NN 个 离散 频率 点 上 的 谱 分 量 
X(k) ;这些 频 率 点 是 DFT 基 频 的 整数 倍 ,而 DFT 的 基 频 mw = 2x/(NT) ,或 
者 ww 二 ws/N。 

口 如 果 离 散 序列 zx(z) 是 实数 ,那么 义 (&) 是 关于 折 芭 频率 互 为 共 示 的 。 这 就 是 说 ， 
对 于 实数 的 x(n) ,频谱 了 X(k) 中 只 有 一 半 是 有 效 的 , 另 一 半 是 重复 的 。 

中 DFT 和 FFT 中 最 基本 的 元 素 是 旋转 因子 Ww 和 旋转 矢量 W%。 

口 旋转 矢量 W 儿 具有 正 交 性 .周期 性 和 对 称 性 。 

DDFT 的 一 个 主要 问题 是 “泄漏 ”, 而 泄漏 的 根本 原因 是 我 们 无 法 知道 离散 序列 的 

实际 周期 。 相 比 之 下 ,连续 时 域 中 的 依 里 叶 级 数 展开 是 没有 泄漏 的 , 因为 我 们 

事先 知道 了 信号 的 频率 。 但 从 根本 上 讲 ,连续 时 域 的 傅 里 叶 级 数 展开 只 是 一 种 
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理论 分 析 方法 ,而 DFT 和 FFT 是 应 用 于 实时 计算 的 。 
口 恰当 选择 窗 函 数 是 减少 泄漏 的 最 有 效 方法 ,而 汉 宁 窗 是 比较 最 常用 的 方法 。 


| 


9.1 计算 下 列 离散 序列 的 8 点 DFT: 

(1) x(n)=68(n—3),n=0,1,2,.",7。 

(2) Xn)=sinnn/4) ,n=0,1,2,,7。 

9.2 利用 复 指数 信和 号 的 方法 ,计算 下 面 信 号 的 8 点 DFT。 
(1) x(n)=cos(nr/4), n=0,1,2,." ,7。 

(2) Xn)=sin(nx/2), n=0,1,2,.,7,。 

9.3 在 下 面 4 个 离散 序列 中 ， 

(1) 哪个 序列 得 到 实数 的 DFT? 

(2) 哪个 序列 得 到 虚数 的 DFT? 

(3) 哪些 序列 的 X(0) 一 0? 


xi(n) xX2(n) 
0 N” 0Q Nn” 
Xn) Xa(n) 


9.4 试 证 明 DFT 的 线性 每 加 性 质 。 

9.5 试 证 明 等 式 (9-49) 中 的 (1) 与 (2) ， 

(1) zm | SOX) =X" (N—hk) 

C2) ZT) | errea SER CR) | eva 

9.6 试 证 明 DFT 中 的 帕 塞 伐 尔 定理 (9-48)。 

9.7 证 明 式 (9-73) :两 个 DFT 输入 序列 的 相 乘 意味 着 这 两 个 序列 的 DFT 的 循环 卷 积 。 


第 10 章 
快速 傅 里 时 变换 


快速 健 里 叶 变 换 (FFT) 是 DFT 的 快速 算法 。 它 有 两 种 实现 方法 :时 域 抽取 法 和 频 
域 抽取 法 。FEFT 算法 的 最 根本 的 思路 是 “分 而 治之 ”。 比 如 ,要 计算 一 个 8 点 DFT, 就 
把 它 分 解 成 2 个 4 点 DFT, 再 进而 分 解 成 4 个 2 点 DFT。 所 以 ,FFT 算 法 最 基本 的 计 
算 单位 是 2 点 DFT。 这 里 只 讨论 “ 基 2”?FFT, 所 以 ,FFT 的 点 数 NN 一 定 是 2 的 整 次 者 。 
其 他 基数 FFT 的 算法 在 原理 上 是 一 样 的 。 

为 了 便于 说 明 ,这 里 的 FFT 算法 分 析 中 使 用 N= 二 8, 所 以 我 们 的 目标 是 计算 8 点 
FFT。 本 章 最 后 将 说 明 超 过 8 点 的 FFT 算法 。 


10. 1 时 域 抽取 FFT 算法 


在 选择 了 N= 二 8 之后, 式 (9-6) 的 DFT 计算 公式 变 为 ， 


XR) 一 > zr We 
n=0 
一 z0) 十 xD 十 zC0WS tz WE k=0,1,2,,7 (10-1) 


10. 1.1 把 XIK) 分 解 为 2 个 4 点 DFT 


在 时 域 抽取 算法 中 ,首先 把 式 (10-1) 中 的 8 个 累加 项 按照 x 分 为 偶数 项 和 奇数 项 
的 两 组 : 


Xk) = > romWe DD) zm+ DW k=0,1,%,7 (10-2) 
上 式 中 ,后 一 个 连 加 运算 中 有 一 个 因子 郁 : 与 闫 无 关 , 可 以 提 到 连 加 号 之 前 。 这样 ,上 
式 可 以 改写 为 ， 

XA = >》 7z(2o0 且 和 十 1 人 > rm DW 一 0,1 7 (10-3) 


式 (10-3) 的 意思 是 ,一 个 像 式 (10-1) 那 样 的 X(Ce) 计 算式 可 以 分 解 为 两 个 连 加 运算 ,其 
中 的 每 个 连 加 运算 都 是 4 个 z(2) 与 4 个 多 所 乘积 的 累加 。 根 据 式 (9-6) 观 察 
式 (10-3) ,并 注意 到 W??! 一 W?* 之 后 , 式 (10-3) 中 的 2 个 连 加 运算 就 是 2 个 4 点 DFT。 
因此 , 式 (10-3) 已 经 把 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 2 个 4 点 DFT。 在 这 2 个 连 加 运算 中 ， 
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旋转 矢量 是 完全 相同 的 ,但 它们 的 zx(2m) 和 zl2m 十 1) 分 别 是 输入 序列 x(n) 中 的 偶数 
样 点 和 奇数 样 点 。 把 x(nw) 按 照 偶数 与 奇数 分 为 两 组 ,实际 上 就 是 在 时 域 中 每 隔 一 个 样 
点 提取 一 个 样 点 ,这 就 是 被 叫做 “时 域 抽取 法 ”的 原因 。 

在 上 面 的 叙述 中 ,有 一 个 后 题 还 没有 解释 。 在 式 (10-3) 中 ,2 个 4 点 DFT 中 的 产 
从 0 变 到 3。 按 照 式 (9-6) 或 式 (10-1) 的 规定 ,旋转 矢量 Wi”* 中 的 应 该 有 相同 的 递增 
范围 ;这 就 是 ,也 应 该 从 0 变 到 3。 但 在 式 (10-3) 中 ,k 却 是 从 0 变 到 7, 其 中 受 牵 连 的 
是 2 个 4 点 DFT 中 的 旋转 矢量 WY?”*。 

我 们 这 样 来 回答 这 个 问题 :首先 , 当 &=0.1.2.3 时 , 式 (10-3) 中 的 旋转 矢量 W2”* 
( 即 Wr*) 对 于 计算 4 点 DFT 是 正确 的 。 当 &=4.5.6.7 时 ,由 于 周期 性 的 原因 ， 
式 (10-3) 中 的 旋转 矢量 克 喀 的 值 分 别 等 于 有 一 0.1.2.、3 时 的 值 。 比 如 当 上 二 6 时 ， 
式 (10-3) 中 的 旋转 矢量 W2* 为 . 

Wi™ |ie = Wa” = WW = Wh = WI” | (10-4) 

所 以 , 式 (10-3) 中 的 4 点 DFT 计算 是 正确 的 。 


10.1.2 把 XCk) 分 解 为 4 个 2 点 DFT 


时 域 抽取 操作 可 以 一 直 继 续 下 去 ,直到 2 点 DFT 为 止 。 为 此 ,我 们 把 式 (10-3) 中 
的 两 个 连 加 运算 再 分 别 按 照 mw 一 0.2 和 m 二 1 .3 分 为 两 组 。 这 样 , 式 (10-3) 就 可 以 分 解 
为 : 


Xk) 一 | [z(O)7W3 + x CA WE Cr(2) We +z(6) WS]) 


+ Wi{ Cr CDW + z(5) WE]+ Cr(3) WY +z(7)WE]) 


= 0,1,0,7 (10-5) 
上 式 中 ,在 每 个 大 括号 的 第 二 个 方 括号 内 的 两 项 都 可 以 提取 公 因 子 Ws。 这 样 之 后 ,上 
式 变 为 ， 
XR) = {Lr (OW + zr I WE I WELzC2) WS +zC6) WY]) 
+w{ LzxCDWs + xz We 1 We Lz GW +z(V WJ) ‘1076) 
= 0,1,..2,7 
在 上 式 中 的 每 个 方 括号 内 ,可 以 写 为 W?,W# 可 以 写 为 Wi。 所 以 ,上 式 中 每 个 方 括 
号 内 的 两 项 都 构成 了 一 个 2 点 DFT。 因 此 , 式 (10-6) 是 8 点 DFT 在 采用 时 域 抽取 法 时 
的 最 终 表达 式 : 一 个 8 点 DFT 被 分 解 成 了 4 个 2 点 DEFT。 
从 式 (10-6) 也 可 以 着 出 ,在 把 4 点 DFT 分 解 为 2 点 DFT 的 过 程 中 ,信号 xz(n) 被 
再 次 每 隔 一 个 样 点 抽取 一 个 样 点 。 因 此 ,z(n) 的 8 个 样 点 现在 被 分 为 下 面 的 4 组 ; 


zw>| [x(0) ,z(4)] ,[z(D，z(5)],[z(2)，z(6)],[z(3),z(7)]】 (10-7) 


所 以 , 式 (10-6) 中 4 个 方 括号 内 的 4 对 样 点 是 被 4 : 1 时 域 抽取 的 结果 。 
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10. 1. 3 DFT 的 分 析 与 综合 


前 面 10. 1, 1 节 与 10. 1, 2 节 的 推导 过 程 可 以 被 叫做 “分 析 ”, 因为 通过 式 (10-3) 和 
式 (10-6) 把 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 4 个 2 点 DFT。 

我 们 下 面 要 做 的 是 所 谓 的 “综合 ”, 即 如 何 通 过 2 点 DFT 合成 出 4 点 DFT, 再 由 4 
点 DFT 合成 出 8 点 DFT。“ 综 合 ” 过 程 中 主要 考虑 的 ,是 如 何 使 合成 出 的 2 点 DFT 和 
4 点 DFT 为 更 多 的 X(CE) 所 共用 。 


10. 1.4 用 4 个 2 点 DFT 合成 X(k) 


我 们 先 把 式 (10-6) 中 每 个 方 括号 变 为 一 个 2 点 DFT。 由 式 (10-6) 可 知 ,每 个 方 括 
号 内 的 旋转 矢量 W# 是 随 而 旋转 的 。 旋 转 矢量 友人 是 以 饮 一 8 为 周期 的 ,所 以 旋转 矢 
量 只 产生 两 个 值 : 当 & 为 偶数 时 ,W# 一 1; 当 上 为 奇数 时 ,W$# 二 一 1。 其 结果 是 ,W# 随 
的 递增 而 交替 地 等 于 1 与 一 1。 这 样 , 式 (10-6) 中 每 个 方 括号 只 产生 2 个 不 同 的 值 , 因 
此 ,4 个 方 括号 总 共产 生 8 个 中 间 值 ,而 不 是 因为 上 从 0 变 到 7 而 产生 4X8 一 32 个 中 间 
值 。 我 们 把 这 8 个 中 间 值 简洁 地 表示 为 8 个 A 两 项 式 ;与 此 同时 ,上 也 就 被 分 为 偶数 和 
奇数 的 两 组 : 
Ao (0,4) = x(0) 十 到 4) 


A.(1,5) = x(l 5) 
15) 一 人 二 km 0,2,4,6 (10-8) 
Ao(2,6) 二 x(2) 十 (6) 
Ao(3,7) 一 XxX(3) 十 x(7) 
Ai(1,5) = zx(1) — zx(5) 
kk 二 1,3,5,7 10-9 
Ai(2,6) = x(2) — zx(6) ' ) 


A,(3,7) = x(3) — zx(7) 
其 中 ,4 的 下 标 0 或 4 表示 右边 两 项 式 之 间 的 加 减 号 ,也 是 指 式 (10-6) 每 个 方 括号 中 的 
后 一 个 旋转 矢量 等 于 Wi 或 Wi, 即 1 或 一 1。A 两 项 式 括号 中 的 两 个 数字 分 别 为 二 (7 
的 两 个 序号 。 这 样 ,我 们 用 z(w) 的 8 个 样 点 组 成 了 8 个 A 两 项 式 ,也 就 完成 了 8 点 
FFT 算 法 的 总 共 三 步 运算 中 的 第 一 步 ,这 就 是 图 10-1 中 的 第 一 步 。 此 外 ,我 们 在 
式 (10-8) 和 式 (10-9) 中 可 以 容易 地 拷 出 4 对 2 点 DFT, 比如 4 (0,4) 与 A,(0,4) 就 是 
其 中 的 一 对 ,而 且 是 由 输入 样 点 <(0) 与 zx(4) 组 成 的 。 
现在 , 式 (10-6) 可 以 用 A 两 项 式 表 示 为 : 
Xk) = LAO4) + WEA C2,6) TH WILA, (1,5) + WA, (3,7)] k= 0,2,4,6 
(10-10) 
XE) = [A CO,4) + WHA C26) TH WILA CG,5) + WEA (037)] k=1,3,5,7 
(10-11) 
式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 的 每 一 个 X(&) 现 在 都 是 用 4 个 2 点 DFT( 即 A 两 项 式 ) 合 成 的 。 
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一 第 -- 步 一 闭 -一 第 二 步 * 第 三 步 一 一 
rr 


人 


人 


pn 
CO Baz(1,3,5,7) A 
oh 
Wr 


图 10-1 时 域 抽取 8 点 FFT 算 法 用 三 步 完成 


10.1.5 用 2 个 4 点 DFT 合成 X(k) 


由 式 (10-10) 和 式 (10-11) 可 以 看 出 ,第 二 步 要 做 的 事 是 把 这 两 个 等 式 中 的 每 个 方 
括号 内 的 两 项 相 加 为 一 项 。 可 以 发 现 ,第 一 步 中 式 (10-6) 方 括号 内 的 后 一 个 旋转 矢量 
是 W# ,所 以 随 着 的 递增 , 它 的 值 是 交替 的 友和 丈 人 ,因而 可 以 按照 & 的 偶数 与 奇数 
来 结合 。 现 在 方 括号 内 的 这 个 旋转 矢量 是 W& ,所 以 随 着 的 递增 , 它 的 值 分 别 为 Wi、 
Ws 、Wis 、Wis ,也 就 是 交替 地 等 于 1、Wi., 一 1] 和 一 Wi。 所 以 ,对 于 式 (10-10), 我 们 应 该 
按照 & 的 (0,4) 和 (2,6) 分 为 两 组 ,而 对 于 式 (10-11), 应 该 按照 & 的 (1,5) 和 (3,7) 分 为 
两 组 。 

先 对 式 (10-10) 进 行 分 组 。 当 上 等 于 0 或 4 的 时 候 , 式 (10-10) 中 的 每 个 方 括 号 的 
计算 结果 都 是 一 样 的 ,所 以 ,我 们 可 以 用 两 个 B 两 项 式 来 表示 。 当 上 等 于 2 或 6 的 时 
候 , 每 个 方 括号 内 的 旋转 矢量 不 像 上 等 于 0 或 4 那样 等 于 1, 而 是 等 于 Wi, 即 一 1。 所 
以 ,我们 得 到 另外 两 个 B 两 项 式 。 这 4 个 B 两 项 式 为 ; 


9 4， 一 0,4 A 2,6 
人 9 一 Au(00TA(290 0， 0 
Bo(1,3,5,7) = Ao (1,5)++ Ao (3,7) 
B, 0,2,4,6 二 A 0,4 WiA 2,6) 
| 机 一 0 k=2,6 (10-13) 
Bo (1,3,5,7) = Ao(1,5) + WiA, (3,7) 


对 于 式 (10-11), 可 以 用 相同 的 做 法 ,并 得 到 另外 4 个 B 两 项 式 : 


B 0,2,4,6) 二 A 0,4 WiA 2,6) 
| ee ‘(0,4) tT WiA k= 1,5 (10-14) 
Bi (1,3,5,7) = As(1,5)++ WiA,(3,7) 
B 0,2,4,6) 二 A 0,4) WA 2,6) 
| ‘s 0,4) T WaAl k= 3,7 (10-15) 
Bi (1,3,5,7) = Asi(1,5) + WiA,(3,7) 
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这 样 ,我 们 就 一 共 得 到 8 个 B 两 项 式 。 其 中 ,B 两 项 式 下 标的 第 一 个 数字 指出 所 使 用 
的 A 两 项 式 的 下 标 ;第 二 个 数字 表示 B 两 项 式 中 后 一 个 旋转 矢量 的 指数 值 ;B 两 项 式 
括号 中 的 数字 依然 是 x(n) 的 序号 。 而 且 , 每 一 对 B 两 项 式 都 是 由 同一 对 A 两 项 式 组 
成 的 。 比 如 ,Bw (1,3,5,7) 与 Bi (1,3,5,7) 是 由 As(1,5) 和 As(3,7) 组 成 的 。 这 样 ,我 
们 就 完成 了 8 点 FFT 算 法 的 第 二 步 ,也 就 是 图 10-1 中 的 第 二 步 。 
在 把 式 (10-12) 至 式 (10-15) 代 入 式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 之 后 ,就 可 以 把 X(E) 表 
示 为 两 个 B 两 项 式 之 和 : 
' X(k) = Bo 0,2,4,6) T+ WiBoo (1,3,5,7) k=0,4 
Xk) = Bi (0,2,4,6) WiBs(1,3,5,7) k=1,5 
Xk) = Bu(0,2,4,6) + WeiBos(l,3,5,7) k=2,6 
X(k) = Bs (0,2,4,6) + WiBss (C1,3,5,7) k=3,7 
这 样 , 我 们 就 用 两 个 4 点 DFT 合成 出 了 一 个 8 点 DFT。 


10. 1.6 第 三 步 是 简单 的 分 列 


在 进行 第 三 步 之 前 ,我 们 来 观察 在 8 点 FFT 算法 的 这 三 步 计算 中 ,k 是 如 何 被 分 
组 的 。 在 第 一 步 中 , 式 (10-6) 中 方 括号 内 旋转 矢量 为 WW 和 We ,所 以 有 被 分 为 (0,2 ,4， 
6) 和 (1,3,5,7) 的 2 组 。 在 第 二 步 中 , 式 (10-10) 和 式 (10-11) 中 方 括号 内 的 旋转 矢量 为 
Wa 和 WE, 所 以 上 被 分 为 (0,4)、(1,5)、(2,6) 和 (3,7) 的 4 组 。 第 三 步 中 的 旋转 矢量 为 
列 和 Wi, 所 以 ,k 应 该 被 分 为 从 0 到 7 的 8 个 组 , 即 每 组 一 个 值 。 因 此 ,由 
式 (10-16) 就 可 以 写 出 时 域 抽取 8 点 FFT 的 最 后 表达 式 ， 

X(0) = Bo (0,2,4,6) + WB (1,3,5,7) 
X(1) = Bs (0,2,4,6) + WiB,,(1,3,5,7) 
X(2) = Bo (0,2,4,6) + WiB, (1,3,5,7) 
X(3) = Bss (0,2,4,6) + WiB, 1,3,5,7) 
X(4) = Boo C0,2,4,6) + WiBo 1,3,5,7) 
X(5) = By (0,2,4,6) + WiB,(1,3,5,7) 
X(6) = Bo (0,2,4,6) + WB (1,3,5,7) 
X(7) = Bs (0,2,4,6) + WiBse 1,3,5,7) 
与 式 (10-17) 对 应 的 计算 步骤 就 是 图 10-1 中 FFT 算 法 的 第 三 步 。 

至 此 ,时 域 抽取 8 点 FFT 算 法 已 经 全 部 完成 。 图 10-1 就 是 时 域 抽 取 8 点 FFT 的 
计算 流程 。 我 们 把 图 10-1 中 的 计算 流程 简单 解释 如 下 :第 一 步 用 8 个 x(n) 计 算出 8 
个 A 两 项 式 ; 第 二 步 用 8 个 A 两 项 式 计算 出 8 个 B 两 项 式 ;第 三 步 用 8 个 B 两 项 式 计 
算出 8 个 XCE)。 


10.2 频 域 抽取 FFT 算法 


在 时 域 抽取 FFT 算 法 中 ,我 们 对 输入 样 点 x(n) 进 行 时 域 抽取 。 在 频 域 抽 取 FFT 


(10-16) 


(10-17) 
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算法 中 ,我 们 把 输入 样 点 zz) 分 成 前 一 半 和 后 一 半 。 这 里 仍然 假设 N 一 8。 
10. 2. 1 把 一 个 8 点 DFT 分 解 为 两 个 4 点 DFT 


一 个 8 点 DFT 可 以 写 为 式 (10-1) 那 样 的 表达 式 。 在 把 x(n) 分 成 前 后 两 半 之 后 ， 
式 (10-1) 可 改写 为 : 


3 7 
XR) = >) rm We 十 2 x We 
(10-18) 


3 
wm | 
So 


= > xO WY + we zx(4+m WY k=0,1,2,.,7 


因为 式 (10-18) 的 后 一 个 连 加 号 前 面 的 旋转 矢量 为 W# ,所 以 我 们 把 式 (10-18) 按 照 
的 偶数 和 奇数 分 成 两 组 。 

当 A 为 偶数 时 , 式 (10-18) 中 的 旋转 矢量 W#* 二 1, 所 以 式 (10-18) 变 为 : 
Xk) = py zmWWE + > Zz(4 二 mW = [x(x(d+DIWY k=0,2,4,6 


n=0 


(10-19) 
当 上 为 奇数 时 , 式 (10-18) 中 的 旋转 矢量 WE 一 一 1, 所 以 式 (10-18) 变 为 ， 


3 
X(k) = p> zxW 一 > r(4 + WW 一 > [zx 一 z(4 十 四]WY k=1,3,5,7 
3 一 人 n=0 


(10-20) 
在 式 (10-19) 中 ,因为 为 偶数 ,所 以 我 们 可 以 把 WY 写 为 W 台 二 WY? ,其 中 的 5 从 0 
变 到 3。 因此 , 式 (10-19) 表 示 了 上 为 偶数 时 的 一 个 4 点 DFT。 
式 (10-20) 的 情况 是 相似 的 ,但 这 里 的 是 奇数 。 我 们 可 以 把 Wr? 写 为 WE>*Wi， 
而 其 中 的 Wi 与 式 (10-19) 中 的 WY 具有 相同 的 值 。 所 以 , 式 (10-20) 也 是 一 个 4 点 
DFT。 从 Wy 分 解 出 来 的 WW 可 以 看 作 [z(n) 一 x(4 十 n)] 的 一 个 因子 。 为 了 容易 观察 ， 
我 们 把 式 (10-20) 写 成 ， 


3 
Xk) 一 》， (Cz00) —z(4 + IW We k=1,3,5,7 (10-21) 


至 此 ,我 们 把 式 (10-1) 中 的 一 个 8 点 DFT 分 解 成 了 两 个 4 点 DFT, 这 就 是 为 偶数 的 
式 (10-19) 和 为 奇数 的 式 (10-21)。 而 且 , 在 式 (10-19) 和 式 (10-21) 的 两 个 4 点 DET 
中 ,作为 输入 样 点 的 x() 十 x(4 十 n) 和 ZX(n) 一 ZX(4 十 ) 实 际 上 也 是 四 对 2 点 DFT 的 输 
出 。 比 如 ,zx(0) 十 z(4) 和 xz(0) 一 z(4) 是 由 输入 样 点 x(0) 和 (4) 经 过 一 对 2 点 DFT 计 
算得 到 的 。 此 外 ,对 于 式 (10-21) 中 的 那个 4 点 DFT, 输 入 样 点 x(n) 一 zx(4 十 和) 在 进行 
DFT 计算 之 前 要 乘 以 因子 Wi， 


10.2.2 把 一 个 4 点 DFT 分 解 为 两 个 2 点 DFT 


我 们 现在 把 式 (10-19) 和 式 (10-21) 中 的 两 个 4 点 DFT 再 分 别 分 解 成 两 个 2 点 
DFT。 我 们 先 把 式 (10-19) 或 式 (10-21) 中 的 4 点 DFT 改写 为 下 面 的 形式 ， 
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3 


Y(CD) 一 Dy Wr 1=0,1,2,3 (10-22) 


其 中 ,y(2 代 表 式 (10-19) 中 的 z(z) 十 z(n 十 4) 或 者 式 (10-21) 中 的 [x(n) 一 z(n 十 4)] 
Wi 旋转 矢量 也 已 经 改写 成 了 WY, 它 等 于 式 (10-19) 中 的 Ws 或 式 (10-21) 中 


的 Wi D7", 
采用 与 10. 2. 1 节 相 同 的 方法 ,我 们 把 式 (10-22) 按 照 1 的 奇偶 数 分 为 两 组 : 
1 
YOD= 2) Ly) +tynt2 Wr /=0,2 (10-23) 
YOD = 2) [Ly —ynti+2IWr /=1,3 (10-24) 
式 (10-24) 又 可 写 为 ; 
1 
YD = 5 {Ly — yat WW 1=1,3 (10-25) 
一 0 


这 样 ,我 们 把 式 (10-22) 中 的 一 个 4 点 DFT 分 解 成 了 两 个 2 点 DFT, 这 就 是 /为 偶数 的 
式 (10-23) 和 ! 为 奇数 的 式 (10-25)。 在 式 (10-23) 和 式 (10-25) 的 两 个 2 点 DET 中 , 作 
为 输入 样 点 的 y(D 十 y(2 十 2 和 y(n) 一 y(2 十 nn) 实际 上 是 一 对 2 点 DFT 的 输出 。 比 
如 ,y(0) 十 y(2) 和 y(0) 一 y(2) 是 由 输入 样 点 >(0) 和 y(2) 经 过 2 点 DFT 计算 得 到 的 。 
此 外 ,对 于 式 (10-25) 中 的 2 点 DFT, 输 入 样 点 y(n) 一 y(n 十 2) 在 进行 DFT 计算 之 前 都 
要 乘 以 因子 Wi?。 


10. 2. 3 ” 频 域 抽取 8 点 DFT 的 综合 


根据 上 面 的 分 析 , 我 们 不 难 画 出 8 点 DFT 频 域 抽取 的 流程 图 ,如 图 10-2 所 示 。 图 
中 的 8 个 A 两 项 式 代 表 了 式 (10-19) 和 式 (10-21) 中 每 个 方 括号 内 的 两 项 之 和 ,是 由 8 
个 输入 样 点 z(z2) 通 过 四 对 2 点 DFT 组 成 的 ,并 可 以 写 为 ， 

Ao(0,4) = zx(0) 十 xz(4) 
4(1,5) = zx(1)+ zx(5) 
Ao(2,6) = zx(2) + x(6) 
Au(3,7) = x(3) 二 x(7) 
Ai(0,4) = zx(0) — zx(4) 
Ai(l,5) = zx(1) ~ zx(5) 
Ai(2,6) = x(2) ~— x(6) 
Ai(3,7) = zx(3) ~— zx(7) 

图 10-2 中 的 8 个 B 两 项 式 代 表 了 式 (10-23) 和 式 (10-25) 中 每 个 方 括号 内 的 内 

容 , 是 用 8 个 4 两 项 式 通过 四 对 2 点 DFT 组 成 的 ,并 可 以 写 为 ; 


(10-26) 
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一 第 一 步 一 米 一 第 二 步 米 一 一 第 三 步 -了 
ZE 

AN 

yD 出 

XR 


由 
Nn 
[bY 


Wa -1 


he esl 
吕 8 


图 10-2 频 域 抽取 8 点 FFT 算 法 用 三 步 完 成 
Bo (0,2,4,6) = Ao(0,4) + A (2,6) 
Bo (1,3,5,7) = Ao(1,5) 二 Ao (3,7) 
Bu (0,2,4,6) = Ao (0,4) — Ao (2,6) 
Bu (1,3,5,7) = A (1,5) — Ao (3,7) 
] Bi C0,2,4,6) = As(0,4) + WiAs (2,6) 
By (1,3,5,7) = WiA, (1,5) + WiA,(3,7) 
Bu (0,2,4,6) = 4 (0,4) — WiA, (2,6) 
Ba(1,3,5,7) = WIA (1,5) — WiA,(3,7) 
最 后 由 8 个 B 两 项 式 得 到 频 域 抽取 8 点 FFT 的 输出 : 
X(0) = Bo (0,2,4,6) + Bo (1,3,5,7) 
X(4) = Bo (0,2,4,6) — Bo (1,3,5,7) 
X(2) = Bo 0,2,4,6) + WiBo (1,3,5,7) 
X(6) = Bo (0,2,4,6) — WiBo (1,3,5,7) 
1xa) = Bi (0,2,4,6) + Bio (1,3,5,7) 
X(5) = Bi (0,2,4,6) — Bi (1,3,5,7) 
X(3) = Bu (0,2,4,6) + WiB, (1,3,5,7) 
X(7) = Bu (0,2,4,6) — WiB, (1,3,5,7) 
现在 可 以 从 图 10-2 中 看 出 所 谓 “ 频 域 抽取 ”的 意思 。 第 一 步 把 DFT 的 输出 频率 点 
& 分 为 (0,2,4,6) 和 (1,3,5,7) 的 两 组 ,这 就 是 图 中 的 上 一 半 和 下 一 半 , 频 率 有 被 2:1 
抽取 。 第 二 步 把 这 两 组 再 按 奇 偶数 分 为 四 组 : (0,4)、(2,6)、(1,5)、(3,7), 频 率 & 被 
4 : 1 抽取 。 第 三 步 把 这 四 组 分 烈 为 八 组 ,每 组 一 个 X(8)。 由 于 每 次 频 域 抽取 都 是 以 上 


(10-27) 


(10-28) 
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的 奇偶 数 进行 的 ,这 也 就 形成 了 图 10-2 中 输出 端 XCE) 的 “位 逆转 ”。 


10. 3 蝶 形 计算 


由 上 面 的 时 域 抽取 法 的 图 10-1 和 频 域 抽取 法 的 图 10-2 可 知 ,FFT 算法 中 最 基本 
的 计算 单位 是 由 两 个 输入 复数 计算 出 两 个 输出 复数 的 一 对 2 点 DFT, 就 像 图 10-3 中 
用 ao 和 a 计算 出 如 和 hl o 


图 10-3 蝶 形 计算 
图 10-4 表示 了 时 域 抽取 法 与 频 域 抽取 法 的 蝶 形 计算 。 在 10-4a 的 时 域 抽取 蝶 形 
计算 中 ,在 把 复数 al 加 到 复数 多 和 把 之 前 , 先 要 使 w 分 别 乘 以 旋转 矢量 Wz 和 Wi”。 
而 这 个 蝶 形 计算 可 以 容易 地 变 为 图 10-4b 的 频 域 抽取 蝶 形 计算 。 蝶 形 计算 还 有 其 他 
一 些 表 示 法 ,但 都 是 利用 了 旋转 矢量 的 周期 性 和 对 称 性 的 特点 。 


(a) 时 域 抽取 蝶 形 计算 (b) 频 域 抽取 蝶 形 计算 


10-4 ”时 域 抽取 与 频 域 抽取 的 蝶 形 计算 


10. 4 位 逆转 


从 图 10-1 和 图 10-2 中 还 可 以 看 出 FFT 算法 的 另 一 个 特点 一 一 位 逆转 。 在 时 域 
抽取 的 图 10-1 中 ,在 进行 FFT 计算 之 前 ,输入 序列 z(n) 的 顺序 必须 要 “位 道 转 ”, 比 
如 ,把 x(4) 放 在 原本 应 该 是 x(1) 的 位 置 上 ,因为 z(4) 的 序号 “100” 位 逆转 后 是 “001”。 
同样 ,在 频 域 抽取 的 图 10-2 中 , 当 FFT 计算 完成 后 ,XX(&) 的 顺序 是 “位 道 转 ” 的 。 这 些 
XX(&) 必 须 被 “位 逆转 ”回来 后 , 才 有 正常 的 顺序 。 表 10-1 给 出 了 8 点 FFT 的 序号 在 位 
逆转 前 后 的 对 照 。 
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表 10-1 8 点 FFT 的 位 逆转 


位 北 转 后 序号 


000 
001 
010 


000 
100 
010 
110 


位 逆转 后 序 导 


100 
101 
110 


001 
101 
011 


111 


此 外 , 表 10-2 和 表 10-3 给 出 了 用 随意 的 一 组 实际 数据 作为 输入 样 点 进行 时 域 抽 


取 和 频 域 抽取 8 点 FFT 计算 而 得 到 的 中 间 数 据 和 最 后 结果 。 


表 10-2 时 域 抽取 8 点 FFT 计算 的 中 间 数 据 和 最 后 结果 


| 0 位 逆转 后 人 两 项 式 已 两 项 式 XCb) 
”| 实 部 “ 虚 部 | 实 部 虚 部 | 实 部 应 部 | 实 部 上 部 | 实 部 虑 部 
0 1.000 0. 000 1. 000 0. 000 1. 600 0. 000 1. 950 0. 000 2. 400 0. 000 
1 0. 500 0. 000 0. 600 0. 000 0. 400 0. 000 0. 400 ”一 0.150 1. 496 ”一 0. 185 
2 0. 250 0. 000 0. 250 0. 000 0. 350 0. 000 1. 250 0. 000 1. 250 0.050 
3 一 0.250 0. 000 0. 100 0. 000 0. 150 0.000 0, 400 0.150 | 一 0. 696 9. 115 
4 0. 600 0. 000 0. 500 0. 000 0. 200 0. 000 0. 450 0, 000 1. 500 0. 000 
5 一 0. 300 0.000 | 一 0. 300 一 0.566 0. 800 0. 000 0. 800 0.750 | 一 0.696 一 0.115 
6 0. 100 0.000 [0.250 ”一 0. 150 0.250 0,050 | 一 0.050 0,. 000 1. 250 ”一 0.050 
0. 500 0. 000 0. 800 一 0.750 1. 496 0. 185 
表 10-3 ” 频 域 抽取 8 点 FFT 计算 的 中 间 数 据 和 最 后 结果 
x(n) A 两 项 式 了 3 两 项 式 -十 Xk) 位 逆转 后 
”| 实 部 虚 部 | 实 部 ” 虚 部 | 实 部 ” 虚 部 | 实 部 ” 记 部 | 实 部 ” 虚 部 
| 实 部 中 部 | 实 部 外 部 | | 实 部 

0 1.000 0.000 1. 600 0. 000 1. 950 0. 000 2. 400 0. 000 2. 400 0. 000 
1 0. 500 0.000 0. 200 0. 000 0. 450 0. 000 1. 500 0. 000 1. 496 一 0.185 
2 0. 250 0.000 0. 350 0. 000 1. 250 0. 000 1. 250 0. 050 1. 250 0. 050 
3 一 0. 250 0. 000 0. 250 0.000 | 一 0.050 0. 000 1.250 一 0.050 | 一 0. 696 0.115 
4 0. 600 0.000 0. 400 0, 000 0. 400 ”一 0. 150 1.496 一 0. 185 1. 500 0. 000 
5 一 0. 300 0.000 0. 800 0. 000 1.096 一 0.035 | 一 0.696 一 0.115 [~—0.696 ”一 0. 115 
6 0. 100 0.000 0. 150 0. 000 0. 400 0. 150 | 一 0. 696 0.115 1,250 ”一 0.050 
7 0. 500 0. 000 | 一 0. 750 0. 000 0.035 一 1.096 1. 496 0. 185 1.496 0. 185 


10.5 超过 8 点 的 FFT 算法 


FTT 算 法 的 点 数 可 以 远 远 超 过 8 点 ,比如 1024 点 .65 536 点 等 ,但 FFT 的 点 数 都 
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一 定 是 2 的 整 次 短 ( 对 于 常用 的 以 2 为 基 的 FFT 而 言 );。 当 FFT 的 点 数 增加 后 ,FFT 
的 计算 步 数 也 就 相应 增加 。 比 如 ,8 点 FFT 用 了 三 步 ; 到 了 1024 点 FFT, 就 增加 到 10 
步 ,因为 1024 一 2 。 我 们 用 16 点 的 FFT 算法 作为 例子 ,来 说 明 超 过 8 点 的 FFT 是 如 
何 计算 的 。 先 讨论 时 域 抽取 16 点 FFT, 然 后 讨论 频 域 抽取 16 点 FFT。 


10. 5.1 时 域 抽取 16 点 FFT 算法 
根据 DFT 公式 (9-6) ,16 点 DFT 的 算法 为 : 
X(k) = Sr)wh k=0,1,2,..,15 (10-29) 


其 中 ,旋转 矢量 W 名 一 exp( 一 j2rRz/16) 。 
对 式 (10-29) 做 时 域 抽取 :; 


7 7 
X(k) 一 >》) x(2n)W 儿 十 2 zx2n 1 We 
"0 (10-30) 


一 -> zn WY + Wh > x(2n 十 1)W 和 i 
由 于 Wie 二 W8 ,上 式 可 以 改写 为 ， 


7 


了 
XR) 一 DD) Z(210W 多 十 W4 > rntD We 一 0,1,2,… ,15 (10-31) 
n=0 


n=0 


上 式 右边 的 两 个 连 加 运算 都 是 在 计算 一 个 8 点 DFT, 其 中 的 x(n) 以 序号 的 偶数 和 奇数 
分 为 两 组 。 这 样 就 把 一 个 16 点 DFT 变 成 了 两 个 8 点 DFT。 根 据 式 (10-31) ,我 们 画 出 
了 16 点 FFT 的 示意 性 的 计算 流程 图 ,如 图 10-5 所 示 。 


图 10-5 时 域 抽取 16 点 FFT 算法 示意 图 


下 面具 体 说 明 如 何 计算 这 个 16 点 FFT 中 的 任意 一 个 输出 Ck)。 比 如 ,我 们 想 计 
算 其 中 的 XC9) ,就 可 以 根据 式 (10-31) 写 出 下 面 的 演算 过 程 ， 


X(9) = » zx(2m WY + Wi > Xx(2n WY 


n=0 


一 3 zx(2m WY + Wi x2nt+ We 


n=0 #=0 


= X01) + Wi Xi (1) 
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一 KX,, (1) — Wi Xiow (1) 


(10-32) 


其 中 ,X,,(1) 为 图 10-5 中 上 面 那 个 8 点 FFT 的 8 个 输出 中 的 第 二 个 ,而 Xi。(1) 表 示 下 
面 那个 8 点 FFT 的 8 个 输出 中 的 第 二 个 。 然 后 ,从 Xw(1) 中 减 去 Wis Xiow (1) ,就 得 到 
XX(9)。 其 实 , 式 (10-32) 中 的 X(9) 的 计算 过 程 是 与 图 10-1 中 从 第 二 步 的 Bys (0,2,4， 
6) 和 Bs 《1,3,5,7) 计 算出 X(G5) 一 样 的。 根据 上 面 的 分 析 ,我 们 不 难 推导 出 任意 2 点 


FFT 的 时 域 抽取 算法 。 
10. 5.2 频 域 抽取 16 点 FFT 算法 
根据 式 (9-6) ,一 个 16 点 DFT 为. 
X(k) = Dw k=0,1,2,.,15 
按照 10. 2 节 的 分 析 方 法 ， 把 = 站 分 为 前 后 两 半 ， 


7 


XR) = D7 zw WED rntBWE k=0,1,2,.,15 


当 & 为 偶数 时 ,上 式 变 为 
XO = Dz ant Wh -024,14 
当 上 为 奇数 时 , 式 (10-34) 变 为 
Xk) 一 > LxCm)— znti+8) Wh k=1,3,5,.",15 
而 上 式 又 可 以 改写 为 : 
X(D = 5 (Lz 一 zz 十 9]W3 ) 人 0 一 1,3,5，，15 


a=0 


(10-33) 


(10-34) 


(10-35) 


(10-36) 


(10-37) 


式 (10-35) 和 式 (10-37) 是 两 个 频 域 抽取 8 点 DFT。 所 以 ,我 们 已 经 把 一 个 16 点 DFT 


分 解 成 了 两 个 8 点 DFT。 图 10-6 表示 了 16 点 DFT 的 示意 性 的 计算 流程 。 


偶数 频率 
8 个 下 有 


奇数 频率 
8 个 X(D 


图 10-6 频 域 抽 取 16 点 FFT 的 算法 示意 图 


10.6 FFT 的 计算 顺序 


FFT 的 计算 顺序 是 非常 简单 的 , 先 对 输入 样 点 施加 恰当 的 窗 函 数 。 如 果 使 用 时 域 
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抽取 法 ,就 要 把 输入 样 点 位 道 转 , 然 后 做 FFT, 最 后 得 到 的 和 X(E) 就 是 FFT 的 输出 频谱 。 
如 果 使 用 频 域 抽取 法 ,那么 ,位 赣 转 应 该 放 在 FFT 之 后 。FFT 的 计算 流程 图 示 于 
图 10-7 中 。 

时 域 抽取 法 


XD 


频 域 抽取 法 


图 10-7 FFT 算 法 的 流程 图 
FFT 反 变 换 的 算法 是 与 FFT 一 样 的 。 需 要 注意 的 唯一 不 同 点 是 ,FFT 反 变 换 时 
的 旋转 矢量 Wr“ 有 相反 的 旋转 方向 。 


小 结 


口 FFT 仅 仅 是 DFT 的 一 种 快速 算法 。FFT 的 基本 思路 是 “分 而 治之 ”, 它 的 基本 
技巧 是 利用 了 DFT 中 旋转 矢量 WS 的 周期 性 和 对 称 性 。 

口 FFT 算 法 可 以 分 为 时 域 抽取 和 频 域 抽 取 两 种 。 

口 时 域 抽取 法 是 通过 对 zCn) 进 行 时 域 抽取 完成 的 。 

口 频 域 抽取 法 是 通过 把 zxCn) 分 为 前 后 两 半 完 成 的 。 

口 两 种 算法 最 基本 的 计算 单位 都 是 蝶 形 计算 。 但 两 者 的 位 逆转 分 别 在 起 始 端 和 结 
束 端 。 

口 由 8 点 FFT 算 法 可 以 扩展 到 2 的 任意 次 寡 点 的 FFT 算法 。 

口 FFT 反 变换 算法 与 FFT 算法 的 唯一 不 同 点 是 旋转 矢量 方向 相反 。 

口 在 进行 FFT 计算 之 前 ,施加 恰当 的 窗 函 数 是 非常 重要 的 。 


习题 
10. 1 利用 图 10-1 的 时 域 抽取 计算 框图 ,计算 下 面 序列 的 FFT, 并 利用 FFT 的 结果 计算 
FFT 反 变 换 。 


(1) xz(2)={1,1,0,0, 0,0,0,1} 

《2) x(n)={0,0,1,0, 0,0,—1,0} 

10.2 利用 图 10-2 的 频 域 抽取 计算 框图 ,计算 下 面 序列 的 FFT。 

(1) xCn)={1,1,0,0, 0,0,0,1} 

(2) xln)={0,0,1,0, 0,0,—1,0} 

10.3 用 3 点 DFT 为 基本 计算 单位 ,导出 9 点 DFT 时 域 抽取 的 FFT 算法 ,并 画 出 算法 
框图 。 
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10.4 用 4 点 DFT 为 基本 计算 单位 ,导出 16 点 DFT 时 域 抽取 的 FFT 算法 。 

10.5 当 FIR 滤波 器 的 冲击 响应 很 长 时 (比如 对 大 厅 的 混 响 效果 进行 模拟 ), 可 以 用 FFT 来 
完成 滤波 器 的 卷 积 运算 ,这 叫 "快速 卷 积 ”。 但 是 ,利用 FFT 完成 的 卷 积 一 定 是 循环 卷 积 ,而 我 们 
需要 的 是 线性 卷 积 。 解 决 的 方法 是 对 两 个 FFT 输入 序列 补 零 ,使 样 点 数 增 加 一 倍 , 再 通过 FFT、 
FFT 反 变 换 和 恰当 的 玲 加 ,就 可 得 到 线性 卷 积 。 

对 下 面 的 两 个 4 样 点 序列 zi(n) 和 zz(n) ,要求 画 出 它们 的 线性 卷 积 ,以 及 画 出 将 它们 补 零 
到 8 点 之 后 的 循环 卷 积 ,并 比较 这 两 个 结果 是 否 一 致 。 


xi(n) xX2(n) 


1.0 1.0 一 一 


of 123 ”ol12 3 
10.6 对 练习 题 10. 5 中 提出 的 快速 卷 积 方 案 , 试 画 出 用 FFT 和 FFT 反 变换 实现 快速 卷 积 
的 结构 框图 ,确定 框图 中 的 主要 参数 ,并 注意 思考 如 何 解决 快速 卷 积 得 到 两 倍 样 点 数 的 问题 。 
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一 
-DD 


偶 对 称 。 

b,=2(nx) [1—cos(nx/2)]。 

(1) 20 ms,4.5; (2) 20 ms,5.84; (3) 13.3 ms,0.5。 
(1) 0.1; (2) 15; (3) 1。 

(1) 功率 信号 ,1; (2) 能 量 信 号 ,0.071; (3) 都 不 是 。 
(1) 0, 因 为 平均 值 为 零 ; 

(2) 0, 因为 偶 对 称 ; 

(3) 实数 ,因为 5, 一 0。 
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am he 


3. 6 


(2) @ 能 够 恢复 ,@) 不 能 恢复 ,@ 不 能 恢复 。 

(2) 40 Hz 和 50 Hz。 

(1) 幅度 谱 二 0.5， (2) 和 (3) 的 幅度 谱 二 0。 

一 20 dB/ 倍 频 程 。 

(1) 幅度 谱 等 于 零 , 因 为 互相 抵消 ; (2) 幅度 谱 等 于 0. 5; 

(3) 幅度 谱 等 于 零 ,因为 互相 抵消 。 

可 以 采用 20 ksps 的 采样 率 和 截止 频率 等 于 7 kHz 的 抗 混 妥 低 通 滤波 器 。 


第 4 章 


4.1 


4.2 
4.3 


4.4 
4.7 


(1) X(z)=1.2—1. 3z ! 十 0. 5z ’: 十 2. 6z 3 ; 

(2) X(z)=]1 十 2. 5z 十 0. 8z ?一 0. 8z ;十 ]. 5z “十 2. 2z 5。 

X(z) 一 (1 一 az NM)/(l—az !),zAa。 

(1) xn)={1,5,0,—1.8,0,—3); (2) x(n)={4,—2,0.25}); 

(3) x(n)={2,—2,—2,—0.2,0,—3.6}, 

(1) x(0)=zx(1)=0,7zx(n)=3X0.8" ,n>1; (2) z(00) 一 0.5" 十 (一 0.7)"。 
(提示 :用 单位 复 指数 信和 号 代替 a”.) 


第 5 章 
5.1 xn)={0,1,2,2,1,0,—1,—1,0,0,0,0,—1,—2,—1}。 
5.2 X={1,—1,2,—2,3,—3,3,—3,]1,—2,2,0,0,1,—1}。 
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5.3 (1) H(z)= (1 二 T+2z 1) 人 (1 十 0.6z 1) ,ja 一 (一 0.6) "十 2( 一 0.6)6o5 一 2( 一 
0.6) i186n); (2) H(z)=1+Tz ,hn)={1,0,1,0,0,.}, 
5.4 (1) Hl(e?)=2e io vsin(O) (2) Hl(e?)=2e [1 二 +cos(0) J/(1~0. 5e ?), 
5.5 (1) |H(e’)|=2.5,|H(e")|=0. 625; (2) |H(e’)|=3,)H(e")|=1/3。 
5.7 (1) Hle™?)=1/(0.7+j0.3); (2) H(e™?)=(1—j3)/(1+j0.1)。 
5.8 (1) |HCe™)|=2.8/0.74; (2) |H(Ce™)|=1/(0.77X0. 87) 。 
5.9 (1) z,=1,zn=0,zp=—1; 
《2) h(0) 二 0,h(1) 二 1; 在 n 之 1 时 ,h(n) 二 一 2( 一 1)"?， 
(3) 不 稳定 。 
5. 10 ww 一 一 0.5，az 一 0. 5。 
5.11 H(e?)=6/(1—0.5e i?),0=0,6=0.5, 
5.12 (1) |HCe’)|=0.69; (2) |H(e™”?)|=1/(1.02X1.28); (3) | (er)| 一 4.17。 
5.13 (1) 1A|<1;(C(2)1A|<1, 
第 6 章 


6.1 H(z)=0.5(l+z '),H(e?)=e Vcos((/2). 
6.2 b=(0.713X1.665)°/(0.765X1.848)? ;zx = ee ,zu 一 0.8ei2 ,k=0,1,2,3;|H 


(e?)|=1, 42sin(20)/(1—0. 41e *?), 


6.3 (1) 当 n<5 时 ,h(n) 二 0, 0285n; 当 4<n<7 时 ,h(n) 二 0.1429; 当 6 过 n<11 时 ,h(nm) 
一 0. 1429 一 0. 0285(n—6), 
(2) 滤波 器 延迟 了 5 个 样 点 时 间 。 
(3) 滤波 器 没有 极点 ,零点 有 10 个 ,均匀 分 布 在 5 等 分 与 7 等 分 的 圆周 上 ,但 直流 
零 频 上 没有 零点 。 
6.4 (2) 零 频 ;0 一 (1 一 c)/2; (3) c 一 1.0 一 0. 02x。 
6.5 (1) 不 稳定 ,因为 两 个 极点 za 二 1.2 和 zy 二 一 1.1 都 在 单位 圆 之 外 。 
(2) H(z)=0.909X0.833X (1 二 2z7! 十 z™?)/[(1 十 0. 9091z-1)(1 一 0. 833z-1)]。 
(3) H(e?)=0. 909X0. 833X4encos: (Q/2)/[L(1+0. 9091e ia)(1 一 0.833e-i)]。 
第 7 章 
7.4 H(z)= (4 二 1.6z 1)/(1l+0. 32 1!), 
71:5 wil)=zrn) 0.1w (02 一 1) wn)=w nthw (no—1) ,wn) = (n) 十 
0. Zw (2 一 1) ,wn)—=w (Nn) Td4rw (nO—1), 
YD=w nn) TIv (nn 1); H(z)=[(1Tr 1) T4111 二 3271)J/[(1 十 
0. 1z 1)(1 一 0.2z 1)]。 
7.6 y=4rn) +8zrn—2)+4rn—4), H(z)=4+8z -2 十 4z 1, h(n)= {4,0,8, 
0,4,0,0，…)。 
7.7 再 (ec) 一 eaf2cos(CO) 一 1 
7.8 再 (z) 一 (1 十 0.5z 1)/(1—0.5z 1), h(n)=2(0.5)"—8(n) ,或 者 h(n) 二 {1,1， 
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0.5,0.25,0.125,0.0625，…)。 

7.9 划一 em ze 一 er x = 0.8e", ze =—0.80", | H(t)|=1.414/1.28; 
IH v2 | 一 0. 

7.11 (2) H(e?)=(e i?—0.98)/(1 一 0. 98e i ); (3) 不 会 。 

7.12 H(z)=0.245(1+z 1)/(1—0.51z !), 

7.13 (1) 带 通 ; (2) 高 通 ; (3) 带 阻 ; (4) 低 通 。 


8.1 可 以 用 5: 1 的 抽取 把 采样 率 降 到 1600 Hz 之 后 就 可 以 提取 基 频 了 。 
8.2 (1) 如 图 8-20b 那 样 ,但 信号 频率 低 一 半 。 
(2) 如 图 8-19b 所 示 ,但 每 周期 内 应 有 8 个 样 点 。 
(3) 0. 139。 
(4) 略 大 于 ws/4。 
8.3 应 该 合成 出 一 个 幅度 等 于 1 的 直流 电 平 。 
第 9 章 
9.1 (1) XCO 一 ( 实 部 :1.00, 一 0.71,0.00,0.71, 一 1.00,0.71,0.00, 一 0.71; 虚 部 ， 
0. 00, 一 0. 71,1. 00, 一 0.71,0.00,0.71, 一 1.00,0.71) 。 
(2)X(CA) 一 { 实 部 ;0.00,0.00,0.00,0.00,0. 00,0.00,0.00,0. 00; 虚 部 :0. 00， 
一 4. 00,0. 00,0. 00,0. 00,0. 00,0. 00,4. 00》 
9.2 X() 二 4.0,X(7) 二 4.0, 其 他 义 (%) 都 等 于 零 。 
9.3 (1) zx,(n); 
(2) zi(n); 
(3) zi (n) x(n). 
9.7 [提示 :把 XCD 和 Y(R 一 站 表示 为 x(n) 和 y(n) 的 DFT.] 
第 10 章 
10.1 (1) 位 逆转 {1,0,0,0,1,0,0,1) ;第 一 步 代 ,1,0,0,1,1,1, 一 1) ;第 二 步 {1,1,1,1， 
2,1 十 j,0,1 一 j) ;第 三 步 {3,2.4,1, 一 0.4, 一 1, 一 0.4,1,2. 4)。 
(2) 位 逆转 {0,0,1, 一 1,0,0,0,0) ;第 一 步 {0,0,0,2,0,0,0,0) ;第 二 步 {0, 一 j2， 
0,j2,0,0,0,0}) ;第 三 步 {0, 一 j2,0,j2,0, 一 j2,0,j2})。 
10.2 (1) 第 一 步 {1,1,0,1,1,1,0, 一 1}; 第 二 步 {1,2,1,0,1,1.4,1, 一 j1.4; 第 三 步 (3, 一 1， 
1,1,2.4, 一 0.4, 一 0.4,2,4); 位 逆转 {3,2. 4,1, 一 0. 4, 一 1, 一 0. 4,1,2.4)。 
(2) 第 一 步 {0,0,0,0,0,0,2,0}); 第 二 步 {(0,0,0,0, 一 2,0,j2,0) ;第 三 步 {0,0,0， 
0, 一 论 , 一 论 , 认 , 认 ) ;位 逆转 {0, 一 j2,0,j2,0, 一 j2,0,i2})。 
10.5 两 者 的 结果 是 一 样 的 。 
10. 6 提示 :FFT 的 输入 序列 有 N 个 样 点 ,输出 有 2N 个 样 点 ,所 以 ,应 该 把 这 2N 个 
输出 样 点 分 成 两 半 , 并 分 别 与 前 面 和 后 面 两 次 计算 得 出 的 2N 个 样 点 释 加 。) 
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简明 数字 信号 处 理 


近年 来 ， 数 字 信 号 处 理 (DSP) 发 展 迅速 ， 已 经 广泛 应 用 于 通信 、 电 子 、 自 动 控制 等 领域 。 但 是 ， 
DSP 原 理 涉及 复杂 的 数学 公式 和 推导 过 程 ， 以 隆 汉 难 懂 而 著称 ， 让 很 多 年 轻 工 程 师 望 而 生 丑 。 

本 书 专门 针对 这 一 现状 而 撰写 ， 作 者 将 自己 30 多 年 研发 工作 中 总 结 的 信号 处 理 方面 的 宝贵 经 验 
和 真知 灼 见 都 凝聚 其 中 ， 创 造 了 一 种 简单 易 懂 的 阐述 方式 ， 用 简明 的 语言 和 直观 的 图 表 解 释 DSP 技 
术 最 基本 和 最 必需 的 概念 各 内容， 化 繁 为 简 ， 直 指 问题 本 质 。 书 中 着 重 描述 了 信号 最 小 单位 的 复 指 
数 信号 ， 并 从 多 个 侧面 介绍 了 傅 里 叶 级 数 、 复 指数 、 信 号 正 交 性 、 卷 积 等 重要 概念 ， 对 信号 处 理 中 
比较 难以 理解 的 相位 问题 也 做 了 详细 叙述 。 

通过 本 书 ， 读 者 能 够 迅速 掌握 DSP 技 术 ， 具 备 独 立 完 成 DSP 开 发 的 能 
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